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1AVANT PROPOS
Il existe en physique des proble`mes d’une grande simplicite´ apparente qui
lorsque nous cherchons a` les re´soudre se re´ve`lent eˆtre d’une grande richesse et
d’une non moins grande comple´xite´. C’est ge´ne´ralement le cas des fluides en
rotation. Nous pourrions citer un grand nombre de situations ou` notre intuition
est mise en de´faut simplement par ce que !!C¸A TOURNE!!!"".
Un des exemples les plus connus et qui illustre parfaitement ces propos est
celui de l’expe´rience de la tasse de the´. Le principe est simple, prenez un verre,
transparent et si possible a` fond plat, remplissez le avec de l’eau, ajoutez une
pince´e de the´ (pas un sachet, du vrai the´), les feuilles de the´ une fois mouille´es
sont plus denses que l’eau et tombent au fond de la tasse. Jusque la` rien d’extra-
ordinaire. Touillez a` l’aide d’une cuille`re, que se passe-t-il? S’il reste des feuilles
de the´ en volume elles vont eˆtre, comme nous pouvions l’imaginer, expulse´es vers
les bords sous l’effet de la force centrifuge. Si maintenant vous regardez ce qui
se passe au fond du verre vous observerez que les feuilles de the´, toujours plus
denses que l’eau, ont tendance a` se regrouper au centre.
2Il s’agit la` d’un effet lie´ a` la viscosite´ dans une fine couche situe´e juste sur
le fond du verre. Ce phe´nome`ne appele´ !!pompage"" ou !!suction"" d’Ekman est
omnipre´sent dans les fluides visqueux en rotation, nous verrons qu’il controˆle une
grande partie de la dynamique des e´coulements.
Le proble`me que nous nous proposons d’aborder dans cette the`se est un peu
plus complique´ mais tout aussi surprenant.
Imaginons une toupie a` l’inte´rieur de laquelle nous aurions creuse´ une cavite´
presque sphe´rique, remplissons cette dernie`re avec de l’eau et faisons tourner la
dite toupie. Si l’axe de la toupie reste vertical il ne se produit rien de particulier,
la toupie tourne sur elle meˆme, sans plus. Que ce passe-t-il maintenant si nous
basculons son axe de rotation?
PRECESSION
ROTATION
Le corps de la toupie se met a` de´crire dans l’espace ce que nous appelons un
mouvement de pre´cession. Il s’agit de la combinaison de la ROTATION propre
de cette objet et du mouvement circulaire de son axe autour d’une direction ver-
ticale, appele´e axe de pre´cession. La question que nous nous posons est de savoir
comment le fluide enferme´ dans la cavite´ va se comporter. Va-t-il simplement
suivre le mouvement du corps de la toupie ou bien existe-t-il un e´coulement plus
complique´? Nous verrons dans l’introduction de ce travail qu’il a fallu attendre
la deuxie`me moitie´ du XXe sie`cle pour commencer a` avoir des ide´es plus claires
sur cette question, pourtant fort simple en apparence.
3La compre´hension de ce syste`me est importante pour les ge´ophysiciens, nous
verrons au cours de ce travail qu’il existe une certaine ressemblance entre le com-
portement cette !!toupie fluide"" et celui de notre plane`te.
4
TABLE DES MATIE`RES 5
Table des matie`res
1 Introduction ge´ne´rale 7
1.1 Formulation mathe´matique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.1.1 Les diffe´rents re´fe´rentiels: . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.1.2 Le cas particulier d’un fluide non-visqueux. . . . . . . . . . 22
1.1.3 La limite des faibles viscosite´s. . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2 Les observations expe´rimentales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.2.1 L’e´coulement de Poincare´. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.2.2 L’e´coulement secondaire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
1.3 Plan du me´moire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2 Approche nume´rique de la pre´cession d’une cavite´ sphe´rique. 55
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.1.1 La de´composition polo¨ıdale-toro¨ıdale du champ de vitesse. 57
2.1.2 La de´composition des scalaires polo¨ıdaux et toro¨ıdaux sur
la base des harmoniques sphe´riques: . . . . . . . . . . . . . 58
2.1.3 Le proble`me de la pre´cession. . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.1.4 Le proble`me du spin-over. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.2 Re´sultats et discussion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3 Approche expe´rimentale de la pre´cession. (CICERON) 91
3.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.2 Dispositif expe´rimental. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.2.1 Le conteneur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.2.2 Motorisation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
3.2.3 Transmission des donne´es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.3 E´tude du mouvement de rotation en bloc. . . . . . . . . . . . . . 98
3.3.1 Visualisation directe de l’axe de rotation solide du fluide. . 98
3.3.2 De´termination de la direction du vecteur de rotation solide
par une mesure de la pression. . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.3.3 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
3.4 Etude de l’e´coulement secondaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
6 Introduction ge´ne´rale
3.4.1 Principe de la me´thode. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
3.4.2 Dispositif expe´rimental. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
3.4.3 Re´sultats. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.4.4 Discussion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
3.5 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
4 Conclusion ge´ne´rale et perspectives. 143
4.1 Conclusions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
4.2 Perspectives expe´rimentales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
4.3 Perspectives nume´riques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
4.4 Le mot de la fin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
Annexes 142
A Calcul de l’e´coulement de rotation solide, Busse 1968 155
A.1 Principe de la de´termination analytique: . . . . . . . . . . . . . . 156
A.2 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
B Rappels sur les harmoniques sphe´riques. 163
B.1 De´finitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
B.2 Proprie´te´ d’orthogonalite´. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
B.3 Les fonctions associe´es de Legendre. . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
B.4 Expression de quelques harmoniques sphe´riques. . . . . . . . . . . 165
B.5 Les harmoniques sphe´riques forment une base. . . . . . . . . . . . 165
C Le dioptre cylindrique. 167
C.1 Calcul the´orique de la de´formation. . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
C.2 De´termination expe´rimentale de la de´formation. . . . . . . . . . . 168
Introduction ge´ne´rale 7
Chapitre 1
Introduction ge´ne´rale
8 Introduction ge´ne´rale
Le proble`me simple d’une !!toupie fluide"" que nous avons pre´sente´ en Avant
propos a e´te´ e´tudie´ principalement par deux communaute´s, l’ae´rospatiale et les
sciences de la Terre.
Un moyen couramment utilise´ pour stabiliser les trajectoires des satellites dans
l’espace consiste a` leur donner une composante de rotation propre. Le carburant
liquide embarque´ est alors entraˆıne´ en rotation par frottement sur les parois du re´-
servoir. En l’absence de perturbation l’ensemble du syste`me est en rotation solide.
Lorsque pour diverses raisons le satellite est mis en mouvement, le changement
de direction de l’axe de rotation entraˆıne une dissipation d’e´nergie me´canique
dans le re´servoir pouvant conduire a` une modification majeure de la rotation
du syste`me et donc de sa stabilite´. Cette dissipation interne d’e´nergie a motive´
un certain nombre d’e´tudes aussi bien expe´rimentales que nume´riques. Certaines
d’entre elles sont sorties du cadre spe´cifique des applications industrielles ae´ro-
spatiales pour contribuer de manie`re significative a` l’e´tude ge´ne´rale du proble`me
de la dynamique d’une cavite´ fluide en pre´cession (Vanyo et al. 1995[42]).
D’un point de vue ge´ophysique le proble`me de la pre´cession de l’axe de rota-
tion de la Terre est beaucoup plus ancien. La premie`re mesure de la pre´cession est
donne´es par Hipparque de Nice´e (II e sie`cle av. J.-C.) qui, travaillany a` Alexan-
drie, a pu comparer ses observations astronomiques d’autres deux sie`cles plus
anciennes, il en conclut que la sphe`re ce´leste (La Terre e´tant a` l’e´poque suppose´e
eˆtre au centre de l’univers) devait avoir un mouvement lent par rapport au plan
de l’e´quateur terrestre. L’explication du mouvement de pre´cession de l’axe de ro-
tation de la Terre est donne´e par Newton au de´but du XV III e sie`cle (Deparis et
Legros 2000). Il propose alors que l’attraction simultane´e de la lune et du soleil
sur le bourrelet e´quatorial de la Terre puisse entraˆıner une mouvement circulaire
de l’axe de rotation du globe (ωc) autour d’une direction perpendiculaire au plan
de l’e´cliptique (Ωp) (figure 1.1). Newton ne connaissant pas a` l’e´poque les e´qua-
tions de rotation des corps, il faudra attendre 1749 avec les travaux de d’Alembert
et d’Euler pour avoir les premie`res the´ories de la pre´cession-nutation des corps
rigides. Ces derniers de´montrent en particulier que la pe´riode du mouvement de´-
pend a` la fois de l’amplitude du couple lunisolaire et des deux moments d’inertie
de la Terre, C suivant l’axe de rotation principal et A suivant une direction e´qua-
toriale.
Sautons toute une partie de l’histoire jusqu’a` nous retrouver au de´but du 20e
sie`cle, les mathe´matiques et la physique ont beaucoup e´volue´ depuis Newton,
Euler et D’Alembert et le proble`me de la pre´cession commence a` eˆtre pose´ en
termes diffe´rents. Le grand dilemme de l’e´poque e´tait de savoir si le centre de la
Terre e´tait liquide ou solide. Kelvin dans un premier temps puis Poincare´ a` sa
suite se sont inte´resse´s au cas de la pre´cession d’une cavite´ ellipsoı¨dale remplie
d’un fluide incompressible non visqueux. La conclusion des travaux de Poincare´
fut que pour un mode`le de Terre liquide les pe´riodes de nutation sont plus courtes
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Plan de l’ecliptique
α
Fig. 1.1 – L’attraction lunisolaire responsable du mouvement de pre´cession (Ωp)
de l’axe de rotation de la Terre (ωc). Cette explication fut avance´e pour la pre-
mie`re fois par Newton au XV IIIe sie`cle. α = 23.5◦.
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RG
RN
RT
ωc
ΩP
Fig. 1.2 – Coupe sche´matique de la structure de la Terre. RT , RN , RG sont res-
pectivement le rayon de la Terre, le rayon du noyau externe et le rayon de la
graine. Les valeurs sont indiqu’ees dans la table (1.1).
RT RN RG ν α Ω−1p ω
−1
c η
6370km 3480km 1220km 10−6 m2/s 23.5◦ 25800 ans 1 jour ∼ 1/400
Tab. 1.1 – Quelques caracte´ristiques physiques et dynamiques de la Terre.
que pour un mode`le de Terre solide, or les pe´riodes observe´es par des me´thodes
astronomiques sont au contraire plus longues. Il conclut donc que la Terre doit
eˆtre entie`rement solide. Nous savons aujourd’hui que cet effet est lie´ a` l’elasticite´
du manteau ainsi qu’a` des e´changes entre ce dernier et les oce´ans ou l’atmosphe`re.
Avec l’ave`nement de la ge´ophysique moderne, nous avons une vision plus claire
de la structure du globe, en particulier nous savons depuis 1926 avec les travaux
de Harold Jeffreys qu’il existe un noyau liquide. La formulation mathe´matique
du proble`me propose´e par Poincare´ reste ne´anmoins une re´fe´rence. Il de´montra
en particulier que pour un fluide sans viscosite´ le mouvement induit en son sein
par la pre´cession de son conteneur e´tait un e´coulement de vorticite´ uniforme,
re´sultat sur lequel s’appuit un grand nombre d’e´tudes de couplage entre le noyau
et le manteau. Comme nous le verrons au cours de ce travail ce mode propre
non-visqueux de la cavite´ fluide joue un roˆle fondamental, c’est de lui que de´coule
toute la dynamique du syste`me.
Pour ce qui nous concerne, la Terre peut-eˆtre conside´re´e comme une structure
a` trois couches, le manteau, le noyau liquide et la graine solide (figure 1.2).
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La couche la plus externe, le manteau, d’une e´paisseur de 2890 km est princi-
palement constitue´e de silicates. Cette structure apparaˆıt solide sur des e´chelles
de temps courtes (∼ 1 jour). Cette approximation doit eˆtre re´vise´e si nous consi-
de´rons des constantes de temps plus longues, sur quelques milliers d’anne´es le
manteau peut eˆtre de´crit comme une corps visco-e´lastique, sur plusieurs dizaines
de milliers d’anne´es il se comporte comme un fluide tre`s visqueux. Dans le cadre
de notre e´tude nous conside´rerons que ce dernier est solide, il pourra repre´senter
le corps de la !!toupie"" que nous avons introduit en Avant propos. Le manteau est
anime´ d’une vitesse de rotation autour de l’axe ωc avec une pe´riode de 24 heures
et d’un mouvement de pre´cession autour de l’axe Ωp avec une pe´riode de 25800
ans. (figure 1.2)
Le noyau, qui s’e´tend de 2900 km de profondeur jusqu’au centre de la Terre,
peut eˆtre de´compose´ en deux sous-couches, le noyau externe et la graine. Le noyau
externe est constitue´ de fer liquide et de 10 a` 20% d’e´le´ments moins denses. La
viscosite´ cine´matique du fer liquide aux pression et tempe´rature du noyau
(130GPa < P < 330GPa) (1.1)
(4000K ± 1000K < T < 5000K ± 1000K) (1.2)
est sensiblement celle de l’eau (10−7 − 10−6 m2 s−1) a` pression et tempe´rature
ambiante (Poirier 1988[25]). L’interface noyau-manteau est un ellipsoı¨de aplati au
niveau des poˆles, de re´volution autour de l’axe principal de rotation du manteau,
son ellipticite´ vaut ∼ 1/400. Nous ne´gligerons dans notre approche les irre´gularite´s
de la topographie de cette surface.
Enfin la structure la plus interne, la graine ou noyau solide, est constitue´e
principalement de fer a` l’etat solide. Cette sphe`re dont le rayon actuel estime´
a` partir de donne´es sismologiques est de 1220 km, soit 1/3 du rayon du noyau,
continuerait a` croˆıtre au cours du temps par cristallisation du fer liquide qui
l’entoure. Cette cristallisation est a` l’origine d’une composante importante de la
dynamique du noyau liquide. Elle donne lieu d’une part a` la libe´ration d’e´le´ments
le´gers qui sous l’effet de la force d’Archime`de vont entraˆıner une convection dite
solutale, et d’autre part a` la libe´ration de chaleur latente a` laquelle est associe´e
une convection thermique.
Pour pouvoir appliquer un mode`le simple comme celui d’une !!toupie remplie
de fluide"", dont le mouvement de pre´cession serait maintenu constant, a` un objet
aussi complexe que la Terre il nous faut faire certaines hypothe`ses supple´men-
taires.
Nous allons conside´rer par la suite le cas d’un fluide homoge`ne et incompres-
sible. Les variations de densite´ lorsque nous nous enfonc¸ons dans le noyau (PREM:
il existe un e´cart relatif de 2/11 entre la densite´ a` l’interface noyau-manteau et
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celle a` l’interface noyau externe-graine) sont telles que nous sommes a` la limite
de l’approximation des fluides incompressibles, toutefois cette simplification en-
core raisonnable est en pratique ne´cessaire pour pouvoir aborder le proble`me d’un
point de vue analytique.
Enfin le proble`me que nous avons aborde´ dans ce travail suppose que le vo-
lume fluide occupe l’ensemble du noyau, nous ne tiendrons pas compte de la
pre´sence d’une graine dans le syste`me. Cette hypothe`se doit eˆtre perc¸ue comme
une simplification permettant une premie`re approche du syste`me dynamique.
Il est aujourd’hui commune´ment admis que le champ magne´tique terrestre
est cre´e´ par des processuss dynamo au sein du noyau liquide. L’identification des
me´canismes permettant de rendre compte de cette dynamo auto-entretenue est
un des enjeux de la ge´ophysique actuelle. les simulations nume´riques re´centes
de dynamo magne´to-convective (Glatzmaier et Roberts 1995[5], Kuang et Blox-
ham 1999[16], Olson et al 1999[20]) ont montre´ que les e´coulements associe´s a`
la convection pouvaient produire un champ magne´tique principalement dipolaire,
donc proche de celui que nous observons a` la surface de la Terre. Bien que les pa-
rame`tres introduit dans ces mode`les restent loin de ceux du noyau, la convection
reste le candidat le plus probable pour expliquer la dynamo terrestre. Il n’en reste
pas moins que l’e´nergie disponible a` travers le forc¸age pre´cessionnel du manteau
sur le noyau est a priori suffisante pour pouvoir entretenir une dynamo (Malkus
1994[18]). Cette condition n’est toutefois pas suffisante, la nature meˆme de l’e´cou-
lement au sein du fluide doit eˆtre compatible avec les processus de cre´ation d’un
champ magne´tique.
En l’absence de pre´cession le fluide tourne en bloc avec son conteneur, lorsque
l’axe de ce dernier pre´cesse il apparaˆıt dans le fluide, comme l’a montre´ Poincare´
(1910[24]), une composante de rotation solide du fluide perpendicualire a` l’axe
de la coquille. Sous l’effet de la viscosite´, cette composante de rotation e´quato-
riale induit un e´coulement secondaire se superposant au mouvement d’ensemble.
Les e´tudes ante´rieures montrent qu’il existe plusieurs re´gimes d’e´coulement se-
condaire, l’un laminaire, les autres plus ou moins turbulents. Le re´gime laminaire
est constitue´ d’une part d’un mouvement oscillant a` la fre´quence de rotation
d’ensemble du fluide et d’autre part d’un mouvement ge´ostrophique stationnaire.
Nous montrerons comment a` partir d’une e´tude line´aire en ge´ome´trie sphe´rique
nous pouvons estimer l’ordre de grandeur des vitesses qui leur sont associe´s (cha-
pitre II). Une application directe de ce mode`le simple au cas terrestre semble
montrer que le nombre de Reynolds magne´tique 1 associe´ a` ces structures est trop
petit pour qu’elles puissent jouer un roˆle dans un processus dynamo. Les re´gimes
turbulents sont beaucoup plus difficiles a` appre´hender d’un point de vue nume´-
1. Le nombre de Reynolds magne´tique Rm caracte´rise le rapport entre l’advection du champ
magne´tique par l’e´coulement et sa diffusion lie´e au fait que le noyau n’est pas un conducteur
parfait.
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rique ou analytique, nous devons alors avoir recours aux expe´riences pour les
e´tudier. Nous pre´senterons dans le chapitre III une e´tude expe´rimentale au cours
de laquelle nous avons explore´ les diffe´rents re´gimes afin d’essayer d’identifier les
grandeurs physiques caracte´risant la transition de l’e´tat laminaire vers l’e´tat tur-
bulent. Pour des raisons techniques, toutes ces expe´riences sont ne´cessairement
loin des parame`tres du noyau terrestre, or actuellement nos connaissances sont
insuffisantes pour pouvoir trancher quant au re´gime dans lequel le noyau liquide
doit se trouver.
Cette question a d’autres implications que la cre´ation du champ magne´tique.
Pais et al. (1999[22]) se sont inte´resse´s aux me´canismes pouvant rendre compte
de la forte variation de l’obliquite´ (angle entre l’axe de rotation de la Terre et le
plan de l’e´cliptique) a` laquelle serait associe´e la !!glaciation paradoxale du Pre´-
cambrien supe´rieur"". Les auteurs concluent qu’en ne conside´rant que l’e´coulement
de rotation solide associe´ a` la pre´cession, les interactions entre le noyau liquide
et le manteau ne peuvent expliquer une telle variation de la position de l’axe de
rotation de la Terre par rapport au plan de l’e´cliptique. Pais et al. (1999[22])
posent alors la question de savoir si ce re´sultat resterait valable si l’e´coulement
lie´ a` la pre´cession e´tait plus complexe, en particulier s’il e´tait turbulent.
La pre´cession n’est pas le seul mouvement de l’axe de rotation de la Terre par
rapport a` un re´fe´rentiel d’inertie, il en existe de plus petite amplitude et de plus
courte pe´riode appele´s nutations (figure 1.3). Certaines de ces nutations re´sultent
d’un forc¸age externe, d’autres, telles que la oscillation de Chandler ou la nutation
libre du noyau (!!Free Core Nutation"", ou FCN), sont associe´es a` l’excitation de
modes propres d’un syste`me constitue´ du mode`le simple de Terre a` trois couches
auquel nous devons rajouter l’atmosphe`re et les oce´ans. En l’absence de forc¸age
exte´rieur, ce syste`me conserve son moment cine´tique global H.
Conside´rons plus particulie`rement le cas de la FCN. Cette nutation est as-
socie´e a` un mouvement de rotation solide du noyau liquide suivant un vecteur
perpendiculaire a` l’axe principal d’inertie du manteau ê3 2. Ce mouvement solide
est en fait le mode propre de tout syste`me fluide non visqueux en rotation de´ja`
de´crit ci-dessus dans le cas de la pre´cession. Ce mode peut eˆtre excite´ de multiples
fac¸ons, circulation atmosphe´rique, tremblement de terre, etc... Il suffit simplement
d’un mouvement de l’axe de rotation du manteau par rapport a` celui du noyau
pour lui donner naissance, la conservation du moment cine´tique global H induit
alors deux mouvements de l’axe de rotation instantanne´ de la Terre, l’un par rap-
port a` H dans le re´fe´rentiel d’inertie, la FCN de pe´riode ∼ 431 jours 3 , et l’autre
2. ê3 est le vecteur unitaire suivant la direction de l’axe de symmetrie de re´volution du
manteau.
3. La pe´riode the´orique de cette nutation est de 460 jours, celle observe´e est de 431 jours
(Florsch et al. 1994 [4]a` partir des donne´es de gravime´trie, Jiang et Smylie 1995[12] a` partie des
donne´es VLBI). Actuellement l’e´cart entre la valeur pre´dite et les observations est attribue´e a`
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Fig. 1.3 – a) Les mouvements de nutation de l’axe de rotation instantanne´ de
la Terre se superposant a` la pre´cession. b)Le mouvement de nutation de pe´riode
∼ 431 jours et l’oscillation libre presque diurne (pe´riode ∼ 1 jour).
par rapport a` l’axe d’inertie ê3 dans le re´fe´rentiel du manteau (figure 1.3). Ce
dernier d’amplitude beaucoup plus faible que la nutation (Toomre 1974[36]) est
appele´ oscillation libre presque diurne (!!Nearly Diurnal Free Wobble"") (pe´riode
∼ 1 jour). Si d’un point de vue the´orique cette oscillation presque diurne et la
nutation associe´e e´taient pre´dites depuis plus d’un sie`cle par Hough (1895[11]) et
Poincare´ (1910[24]), leur observation n’a e´te´ rendue possible que tre`s re´cemment
graˆce au de´veloppement de techniques de mesure tre`s pre´cises des mouvements
de l’axe de rotation de la Terre telles que le VLBI (!!Very Long Baseline Interfero-
metry"") 4 (Jiang et Smylie 1995[12]), et des me´thodes d’observation des variations
du champ de gravite´ utilisant les nouvelles ge´ne´rations de gravime`tres supracon-
ducteurs. L’analyse des donne´es VLBI semble mettre en e´vidence des variations
temporelles de l’amplitude de la FCN (Florsch et al. 1994[4], Roosbeek et al.
1999[29], Hinderer et al. 2000[9]) (figure 1.4).
Ces observations sont ge´ne´ralement interpre´te´es en termes de variations du
mode propre de rotation du noyau. Une augmentation de cette amplitude corres-
pondant a` une pe´riode d’excitation, une diminution a` l’atte´nuation de ce mode
par couplage visqueux et magne´tique entre le noyau liquide et le manteau.
l’ellipticite´ (1/390) utilise´e dans les mode`les. Une augmentation de 5% de cette dernie`re permet
de rendre compte de la pe´riode mesure´e.
4. La me´thode VLBI est base´e sur l’observation depuis deux points tre`s e´loigne´s a` la surface
de la Terre d’une source radio lointaine telle qu’un quasar.
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Fig. 1.4 – Variations temporelles de l’amplitude de la nutation libre du noyau
obtenues a` partir de l’analyse des donne´es VLBI, (Hinderer et al. 2000[9]).
Les e´tudes the´oriques portant sur la FCN supposent que le mode propre du
noyau peut eˆtre de´crit comme un pur e´coulement de vorticite´ uniforme, or comme
nous venons de le mentionner la viscosite´ induit en volume un e´coulement secon-
daire. Il est alors important de savoir dans quelle mesure nous pouvons ne´gliger
cette composante pour ne conside´rer que le mouvement principal.
Comme dans le cas de la pre´cession, l’e´tude de la dynamique du noyau associe´e
aux nutations peut eˆtre de´compose´e en deux parties:
1. Quelle est la rotation e´quatoriale au sein du noyau permettant de rendre
compte des observations?
2. Comment cette rotation e´quatoriale est-elle modifie´e par la viscosite´ ? Ou
dit autrement quel e´coulement secondaire s’y superpose?
Pour de faibles amplitudes du mode de rotation du noyau (petites au sens ou` nous
pouvons ne´gliger les effets non-line´aires dans l’e´coulement secondaire), d’une part
nous pouvons conside´rer se´pare´ment le proble`me de la pre´cession et celui de la
FCN, d’autre part l’approximation de mouvement de rotation solide permet de
de´crire correctement la dissipation visqueuse a` l’interface noyau-manteau (Cha-
pitre II), il n’en est probablement pas de meˆme lorsque l’amplitude du mode
devient assez grande et que l’e´coulement secondaire est turbulent. Les travaux
re´cents de Greff-Lefftz et Legros (1999[7]) sugge`rent qu’il y ait pu y avoir dans
l’histoire de la Terre des e´pisodes ge´ologiques majeurs corre´le´s avec des pe´riodes
d’excitation anormalement grandes des modes de rotation du noyau dues a` des
phe´nome`nes de re´sonance avec certaines nutations lunisolaires. Selon ces auteurs
l’amplitude de la rotation solide pourrait alors atteindre 5 ∼ 0.032◦ soit 104 fois
sa valeur actuelle et ce sur des pe´riodes de l’ordre du million d’anne´es. La rota-
tion e´quatoriale induite par la pre´cession du manteau e´tant de l’ordre de 0.00027◦
5. Nous appelons ici amplitude l’angle entre l’axe d’inertie ê3 du manteau et le vecteur
rotation solide totale du fluide (ω), l’oscillation presque diurne correspond alors a` la projection
de ce vecteur dans le plan e´quatorial (ω sin(0.032◦)).
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(Greff-Lefftz et Legros 1999[7]) devient alors infe´rieure a` celle associe´e a` la nu-
tation. Qu’en est-il de la dynamique du noyau dans ces conditions, l’e´coulement
est-il laminaire ou turbulent? Nos connaissances actuelles des parame`tres carac-
te´risant la transition de l’e´coulement secondaire d’un e´tat laminaire vers un e´tat
turbulent ne nous permettent pas de re´pondre a` cette question.
Inde´pendamment de ses implications directes sur la dynamique du noyau li-
quide, la pre´cession apparaˆıt donc comme un moyen d’e´tudier le comportement
d’un mode propre particulier du noyau implique´ dans les proble`mes de nutations.
Nous verrons apparaˆıtre au fur et a` mesure de ce travail les parame`tres perti-
nents du proble`me de la pre´cession. Leurs valeurs pour le noyau de la Terre restent
inaccessibles aussi bien nume´riquement qu’expe´rimentalement. La de´marche que
nous avons suivie dans ce travail consiste alors a` chercher des lois d’e´chelle carac-
te´risant la dynamique du syste`me en fonction de ces parame`tres et de proposer
d’extrapoler nos re´sultats au cas terrestre lorsque cela nous semblait raisonnable.
1.1 Formulation mathe´matique
Conside´rons un fluide homoge`ne de densite´ ρ et de viscosite´ cine´matique ν
remplissant une sphe`re rigide de rayon R. Le conteneur est anime´ d’un mouvement
de rotation rapide selon un vecteur kˆc a` la fre´quence ωc, et d’un mouvement de
pre´cession autour du vecteur kˆp a` la fre´quence Ωp. La position relative des vecteurs
rotation kˆc et kˆp est caracte´rise´e par l’angle α comme indique´ sur la figure (1.5).
Les variables de temps et d’espace sont adimensionne´es respectivement par ω−1c
et R. Nous introduisons ici le nombre d’Ekman qui apparaˆıt dans les e´quations
comme une viscosite´ adimensionne´e (section 1.1).
E =
ν
ωcR2
. (1.3)
Physiquement, ce nombre mesure le rapport entre les effets visqueux et les effets
associe´s a` la force de Coriolis. Pour des questions de clarte´, nous avons conserve´
dans toute la suite les meˆmes notations pour les grandeurs adimensionne´es que
pre´ce´demment, de sorte que la vitesse angulaire adimensionne´e Ωp est en fait le
rapport des grandeurs vraies Ωp
ωc
, de meˆme le vecteur rotation ωc adimensionne´
s’e´crit simplement kˆc.
Pour pouvoir de´crire ce proble`me d’un point de vue mathe´matique il est ne´ces-
saire de choisir un re´fe´rentiel dans lequel nous allons pouvoir e´crire les e´quations
fondamentales de la dynamique des fluides. Ce choix n’est pas trivial, certains re´-
fe´rentiels peuvent apparaˆıtre utiles du point de vue de la re´solution nume´rique ou
analytique sans eˆtre pour autant les plus adapte´s a` une compre´hension physique
du syste`me.
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Fig. 1.5 – Le conteneur, rempli d’un fluide homoge`ne et incompressible, est anime´
d’un mouvement de rotation rapide selon le vecteur kˆc a` la fre´quence ωc, et d’un
mouvement de pre´cession autour du vecteur kˆp a` la fre´quence Ωp. La position
relative des vecteurs rotation kˆc et kˆp est caracte´rise´e par l’angle α˙
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Conside´rons le re´fe´rentiel inertiel, qui dans les expe´riences correspondrait au
re´fe´rentiel du laboratoire. Soit U i et Pi , la vitesse et la pression du fluide dans
ce re´fe´rentiel, l’e´quation de Navier-Stokes s’e´crit:
∂U i
∂t
+U i · ∇U i = −∇Pi + E∆U i. (1.4)
Le fluide e´tant suppose´ incompressible, la conservation de la masse s’exprime par:
∇ ·U i = 0. (1.5)
Afin de tenir compte des proprie´te´s visqueuses du fluide et de rigidite´ du conteneur
nous imposons sur la surface de la sphe`re des conditions de non glissement et de
non pe´ne´tration:
U i =
(
Ωp + kˆc
)
× r. (1.6)
Dans ce re´fe´rentiel nous pouvons de´crire le mouvement de pre´cession de l’axe de
rotation du conteneur par: (
∂kˆc
∂t
)
i
=
(
Ωp × kˆc
)
, (1.7)
ou` l’indice !!i"" fait re´fe´rence au re´fe´rentiel d’inertie.
Avant d’aller plus loin dans la description des e´quations, nous voudrions re-
venir sur la justification de notre approche de la pre´cession aussi bien nume´rique
qu’expe´rimentale. Fondamentalement nous allons nous reposer l’ide´e que pour
de´crire l’ e´coulement au sein du noyau sous l’effet du couple lunisolaire s’appli-
quant sur le Terre, il suffit de de se donner le mouvement du manteau, c’est a`
dire l’e´tat d’e´quilibre pour lequel nous connaissons la vitesse de precession, le
vecteur rotation propre de la Terre et l’angle que fait ce dernier avec le plan de
l’e´cliptique.
Chaque e´le´ment de volume dV du noyau liquide est soumis a` une force d’at-
traction lunisolaire F de sorte que l’e´quation du mouvement s’e´crit:
∂U i
∂t
+U i · ∇U i = −∇Pi + F
ρ
+ E∆U i, (1.8)
ou` Pi est la pression du fluide. Or l’attraction lunisolaire de´rivant d’un potentiel
de gravitation Φ (Pais 1999[21]) nous pouvons re´e´crire l’e´quation (1.8),
∂U i
∂t
+U i · ∇U i = −∇
(
Pi − Φ
ρ
)
+ E∆U i. (1.9)
Qu’il s’agisse des calculs nume´riques ou des expe´riences en laboratoire, le roˆle de
l’attraction lunisolaire est alors joue´ par la pression. Les e´quations e´tant iden-
tiques, les e´coulements que nous pourrions trouver en imposant le mouvement du
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manteau sont ceux correspondant au proble`me ge´ophysique. Dans les expe´riences,
ou` nous n’avons pas de couple de gravitation, l’energie introduite dans le noyau
liquide par le couple lunisolaire, est fournie par les deux moteurs permettant de
maintenir constante, la vitesse de rotation du conteneur et le taux de pre´cession.
1.1.1 Les diffe´rents re´fe´rentiels:
D’une manie`re tre`s ge´ne´rale nous pouvons conside´rer un re´fe´rentiel tournant
attache´ a` un vecteur rotation quelconque ωr de l’espace dont la direction peut de´-
pendre du temps. Pour transformer les e´quations fondamentales de la dynamique
du re´fe´rentiel inertiel vers ce re´fe´rentiel tournant nous utilisons la proprie´te´ sui-
vante sur les de´rive´es temporelles:(
∂
∂t
·
)
i
=
(
∂
∂t
·
)
r
+ ωr × ·, (1.10)
ou` l’indice !!r"" caracte´rise les grandeurs propres au re´fe´rentiel tournant. En appli-
quant cette relation au vecteur position r nous obtenons l’exemple le plus intuitif
de cette relation: (
∂
∂t
r
)
i
=
(
∂
∂t
r
)
r
+ ωr × r, (1.11)
soit,
U i = U r + ωr × r. (1.12)
En utilisant cette re`gle nous pouvons re´e´crire les e´quations (1.4, 1.5) dans le
re´fe´rentiel tournant:(
∂U r
∂t
+U r · ∇U r
)
+2ωr×U r +ωr× (ωr × r)+
(
∂ωr
∂t
)
i
× r = −∇Pr +ν∆U r
(1.13)
∇ ·U r = 0. (1.14)
La condition aux limites s’e´crit alors:
U r =
(
kˆc + Ωp − ωr
)
× r. (1.15)
Il apparaˆıt dans ce re´fe´rentiel trois nouvelles acce´le´rations, la !!force"" centri-
fuge (ωr × (ωr × r)), la force de Coriolis (2ωr ×U r), et la force de Poincare´((
∂ωr
∂t
)
i
× r = (Ωp × ωr)× r
)
.
L’acce´le´ration de Coriolis est omnipre´sente en me´canique des fluides en rota-
tion rapide, rares sont les situations ou` elle ne joue aucun roˆle. Ses effets sont
ge´ne´ralement mieux connus des enfants que des adultes. En effet cette force est
celle que nous ressentons lorsqu’e´tant sur une plateforme en rotation, un tourni-
quet par exemple, nous cherchons a` nous de´placer, les enfants ne tiennent pas en
20 Introduction ge´ne´rale
ω
U=Deplacement vers le centre
Force de Coriolis=−2ωxU
Fig. 1.6 – Illustration de l’effet de la force de Coriolis. Si nous voulons nous
rapprocher du centre la !!force"" de Coriolis va nous de´se´quilibrer dans le meˆme
sens que la rotation (vers la droite pour une rotation anti-horaire).
place...Si nous voulons nous rapprocher du centre (figure 1.6) la !!force"" de Co-
riolis va nous de´se´quilibrer dans le meˆme sens que la rotation (vers la droite pour
une rotation anti horaire). De la meˆme manie`re elle influence a` chaque instant le
trajet des particules du fluide.
La !!force"" de Poincare´ est quant a` elle inde´pendante des mouvements de
chaque particule, elle s’apparente a` une force gyroscopique mais au lieu de s’ap-
pliquer a` un ensemble de mole´cules solidement lie´es elle s’applique a` chaque par-
ticule du fluide. Pour de faible taux de pre´cession elle apparaˆıt parfois localement
ne´gligeable (voir section 1.1.3.1) devant les autres acce´le´rations, en revanche le
couple volumique qui lui est associe´ reste toujours un e´le´ment important dans les
e´quilibres fondamentaux (voir sections 1.1.2.1, 1.1.3.2).
L’acce´le´ration centrifuge qui est ge´ne´ralement la plus connue des trois ne joue
pratiquement aucun roˆle dans la dynamique de l’e´coulement. Pour les fluides
homoge`nes que nous conside´rons, elle apparaˆıt en fait comme un gradient de
pression.
En utilisant la proprie´te´ vectorielle suivante:
∇ (A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A +A× (∇×B) +B × (∇×A) (1.16)
avec,
A = B = ωr × r, (1.17)
Le gradient de vitesse d’une rotation solide e´tant nul suivant une ligne de
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courant , nous pouvons exprimer l’acce´le´ration centrifuge sous la forme :
(ωr × (ωr × r)) = −∇
(
1
2
ωr × r
)2
(1.18)
nous introduisons alors la pression re´duite pi, de´finie par:
pi = P +
(
1
2
ωr × r
)2
. (1.19)
Deux re´fe´rentiels tournants apparaissent naturellement dans ce proble`me, il
s’agit du re´fe´rentiel du conteneur d’une part et du re´fe´rentiel attache´ au vecteur
pre´cession d’autre part.
En remplac¸ant ωr par ωc + Ωp dans (1.13), nous obtenons l’e´quation du
mouvement dans le re´fe´rentiel du conteneur,
∂U
∂t
+ 2
(
kˆc + Ωp
)
×U +U · ∇U +
(
Ωp × kˆc
)
× r = −∇pi + E∆U (1.20)
Avec comme conditions aux limites:
U = 0. (1.21)
Le mouvement du fluide reste au premier ordre dans le cas de la sphe`re une
pure rotation solide autour d’un vecteur ω fixe dans le re´fe´rentiel de pre´cession.
Ce dernier re´fe´rentiel semble alors le plus adapte´ a` la description de ce mouvement
primaire. En identifiant ωr a` Ωp dans (1.13), l’acce´le´ration de Poincare´ disparaˆıt
formellement du proble`me et nous obtenons pour l’e´quation de Navier-Stokes:
∂U
∂t
+ 2Ωp ×U +U · ∇U = −∇pi + E∆U (1.22)
Les conditions aux limites restent stationnaires,
U = kˆc × r. (1.23)
Enfin en anticipant sur la suite de notre e´tude, si nous cherchons a` carac-
te´riser l’e´coulement secondaire se superposant a` la rotation solide du fluide, le
re´fe´rentiel le plus naturel est alors celui attache´ au vecteur rotation propre du
fluide (ω + Ωp), nous obtenons l’ expression de l’equation du mouvement dans le
re´fe´rentiel du fluide:
∂U
∂t
+ 2(ω + Ωp)×U +U · ∇U + (ω ×Ωp)× r = −∇pi + E∆U (1.24)
Avec cette fois ci des conditions aux limites qui de´pendent du temps a` travers le
vecteur rotation du conteneur,
U =
(
kˆc(t)− ω
)
× r. (1.25)
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1.1.2 Le cas particulier d’un fluide non-visqueux.
1.1.2.1 L’e´coulement de Poincare´.
Poincare´ au de´but du sie`cle propose une me´thode particulie`rement e´le´gante
pour re´soudre le proble`me avec une viscosite´ nulle. Plac¸ons nous dans le re´fe´rentiel
de pre´cession, conside´rons le repe`re (Ox,Oy,Oz) tel que Oz soit aligne´ avec l’axe
du conteneur et Ox soit dans le plan de´fini par les vecteurs
(
kˆc, kˆp
)
. Poincare´
(1910[24]) propose de ne conside´rer que ce qu’il appel des mouvements simples,
c’est a` dire tels que les composantes (Ux, Uy, Uz) de la vitesse soit des combinaisons
line´aires des coordonne´es. Il montre alors que si une solution est simple a` un
instant donne´ elle le restera. La de´marche suivie par Poincare´ consiste alors a`
utiliser la tranformation de l’espace permettant de passer de l’ellipsoı¨de a` une
sphe`re !!virtuelle"". En prenant comme e´quation de l’ellipsoı¨de:(
x
a
)2
+
(
y
a
)2
+
(
z
c
)2
= 1, (1.26)
nous voyons imme´diatement que la transformation ge´ome´trique de l’ellipsoı¨de vers
la sphe`re est une dilatation des coordonne´es suivant les trois directions d’espace.
Nous obtenons ainsi une correspondance entre les coordonne´es d’un point de
l’ellipso¨ıde (x, y, z) et celles de son point image dans la sphe`re (x′, y′, z′):
x′ = x/a,
y′ = y/a,
z′ = z/c.
(1.27)
Le temps restant invariant par cette transformation la vitesse d’une particule
fictive de la sphe`re s’e´crit:
U
′
x = Ux/a,
U
′
y = Uy/a,
U
′
z = Uz/c.
(1.28)
Le premier re´sultat de Poincare´ est que l’hypothe`se d’un e´coulement simple
conduit dans la sphe`re a` une solution de rotation solide pour les particules
!!fictives"".
U
′
= ω
′ × r′, (1.29)
Ou` ω
′
est un vecteur quelconque pouvant de´pendre du temps. En appliquant la
transformation ge´ome´trique en sens inverse nous obtenons un champ de vitesse
dans l’espace physique.
U =

a
c
ω
′
yz − ω′zy
ω
′
zx− acω
′
xz
c
a
ω
′
xy − caω
′
yx
 . (1.30)
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Nous allons maintenant chercher les e´coulements simples solutions de notre pro-
ble`me, c’est a` dire solutions de l’e´quation d’Euler (1.22 avec E = 0) et ve´rifiant
les conditions aux limites de non pe´ne´tration, ce type d’e´coulement est ge´ne´ra-
lement appele´ e´coulement de Poincare´. La formulation Lagrangienne e´tabli par
Poincare´ e´tant assez longue nous proposons ici de suivre la de´marche propose´e
par Andre´as Tilgner dans sa the`se d’habilitation (1999[33]) .
Soit ω la vorticite´ de l’e´coulement (U ),
ω =
1
2
∇×U = 1
2

(
a
c
+ c
a
)
ω
′
x(
a
c
+ c
a
)
ω
′
y
2ω
′
z
 . (1.31)
Le vecteur ω
′
e´tant inde´pendant des coordonne´es d’espace
(
x
′
, y′, z′
)
, la vorticite´
ω est uniforme. En utilisant (1.31) et (1.30) nous pouvons exprimer une solution
quelconque U en fonction des trois composante de la vorticite´ (ωx, ωy, ωz).
Le rotationnel de l’e´quation d’Euler de´duite de (1.22) en posant E = 0, conduit
alors au syste`me d’e´quations suivant:
∂
∂t
ωx − η
η + 2
ωzωy − 2η + 1
η + 2
ωyΩp, z = 0,
∂
∂t
ωy − η
η + 2
ωzωx − ωzΩp,x + 2η + 1
η + 2
ωxΩp, z = 0, (1.32)
∂
∂t
ωz +
2
η + 2
ωyΩp, x = 0
ou` η = a
2
−c2
c2
est l’ellipticite´ du conteneur, (Ωp, x, 0, Ωp, z) sont les coordonne´es du
vecteur pre´cession dans le repe`re (Ox,Oy,Oz). Nous voyons alors qu’a` tout vecteur
de rotation solide ω
′
dans la sphe`re virtuelle correspond une vorticite´ uniforme
de l’e´coulement dans le sphe´ro¨ıde dont la de´pendance en temps est donne´e par le
syste`me (1.32).
Conside´rons le cas particulier des solutions stationnaires. En imposant ∂/∂t =
0 dans le syste`me (1.32) nous obtenons directement d’apre`s l’e´quation en !!z"" que
ωy = 0. L’e´quation suivant !!x"" est alors automatiquement ve´rifie´e. Physiquement
cela signifie que l’axe de rotation solide du fluide ω est toujours dans le plan(
kˆc, kˆp
)
.
Pour une pre´cession non nulle
(
Ω
p, x
%= 0
)
le syste`me (1.32) se reduit a`,
ωx
(
η
η + 2
ωz + 2
η + 1
η + 2
Ωp, z
)
= ωzΩp, x. (1.33)
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Quelque soit ωz tel que ωz %= −2 (η + 1)Ωp, z/η, il existe une solution ωx ve´rifiant
l’e´quation (1.33).
La vitesse U s’ecrit alors (Malkus 1994[18]):
U = ω × r +∇ψ. (1.34)
Ou` ∇ψ est l’e´coulement irrotationnel permettant d’assurer la condition de non
pe´ne´tration aux bords, nous obtenons l’expression de cette grandeur a` partir de
(1.30) et (1.34). En utilisant une formulation vectorielle (Tilgner 1999[33]),
ψ =
−
(
ω · kˆc
)
η(
ω · kˆc
)
η + 2(1 + η)Ωp · kˆc
(
Ωp × kˆc
)
· r
(
kˆc · r
)
(1.35)
Il existe alors une infinite´ de solutions stationnaires de vorticite´ uniforme au pro-
ble`me non-visqueux. Une premie`re approximation dans la limite des faibles taux
de pre´cession, ce qui est le cas de la Terre, consiste a poser ωz = 1. En conside´-
rant les parame`tres du noyau terrestre (table 1.1) nous obtenons la composante
de rotation e´quatoriale adimensionne´e ωx = 1.7 10−5.
Comme nous le verrons par la suite, dans le cas ge´ne´ral, il est ne´cessaire de
re´introduire la viscosite´ pour re´duire le nombre de solutions du syste`me, voir
garantir l’unicite´ dans certaines conditions (Busse 1968[2]).
1.1.2.2 Les ondes inertielles.
Dans la limite des faibles ellipticite´s l’e´coulement U stationnaire dans le re´-
fe´rentiel de pre´cession peut eˆtre de´crit principalement comme une rotation solide
ω× r . Nous proposons ici de voir comment une perturbation de faible amplitude
se superposant a` cette rotation solide se propage dans le syste`me.
Nous pouvons distinguer deux classes de perturbations, celles de grande lon-
gueur d’onde pour lesquelles le volume est conside´re´ comme fini et celles de petite
longueur d’onde pour lesquelles nous faisons l’hypothe`se que les parois sont re-
pousse´es a` l’infini. Nous ne discuterons pas dans cette section la premie`re classe
de solutions.
Conside´rons un volume infini de fluide homoge`ne, incompressible et non vis-
queux en rotation autour d’un axe ω. L’amplitude ε de la perturbation que nous
allons conside´rer est suppose´e suffisament petite pour que nous puissions ne´gliger
les termes d’ordre O (ε2). En posant,
U = ω × r + εu (1.36)
Dans le re´fe´rentiel tournant attache´ a` ω l’e´quation d’Euler et la conservation de
la masse s’e´crivent d’apre`s (1.13) et (1.14):
∂u
∂t
+ 2ω × u = −∇pi, (1.37)
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∇ ·u = 0. (1.38)
Ces e´quations admettent des solutions en ondes planes de la forme (Greenspan
1968[6]),
u = u0e
i(k·r−λt), (1.39)
pi = pi0e
i(k·r−λt), (1.40)
k e´tant le vecteur d’ondes et λ la fre´quence. L’e´quation du mouvement (1.37)
nous permet d’obtenir la relation de dispersion de ces ondes,
λ = ±2ω · kˆ = ±2ω cos (θ) (1.41)
ou` kˆ = k/k est la direction du vecteur d’onde, k le nombre d’onde et θ est l’angle
entre kˆ et ω. Nous voyons d’apre`s la relation de dispersion que de telles solutions
en ondes planes n’existe que si,
|λ| < 2ω. (1.42)
En introduisant (1.39)dans (1.38), nous obtenons que ces ondes planes sont
transverses,
u · kˆ = 0. (1.43)
La vitesse de groupe correspondant a` la vitesse de propagation de l’e´nergie dans
le syste`me est (Greenspan 1968[6]),
V g = ∇kλ = 2
kˆ×
(
ω × kˆ
)
k
. (1.44)
Ceci traduit le fait que dans les fluides incompressibles l’e´nergie associe´e a` ces
ondes se propage perpendiculairement au vecteur d’onde.
La vitesse de phase correspondant a` la vitesse suivant kˆ a` laquelle il faut se
de´placer pour que la phase (k · r− λt) reste constante est alors,
V p = 2
ω · kˆ
k
kˆ. (1.45)
Les surfaces caracte´ristiques. Il existe dans de tels syste`mes des surfaces
particulie`res appele´es surfaces caracte´ristiques le long desquelles une discontinuite´
de la vitesse paralle`le a` ces dernie`res peut se propager. Soit δu(t) le saut de vitesse
de part et d’autre d’une surface carcte´ristique en un point de l’espace. Nous
pouvons de´finir le saut de vitesse normale δu⊥ et le saut de vitesse tangentielle
δu// a` cette surface par,
δu⊥ = (δu · n̂) n̂, (1.46)
26 Introduction ge´ne´rale
δu// = δu− (δu · n̂) n̂. (1.47)
Les surfaces caracte´ristiques sont telles que le saut d’acce´le´ration inertielle
(
∂δu///∂t
)
de part et d’autre est e´quilibre´ par le saut de l’acce´le´ration de Coriolis
(
2ω × δu//
)
.
Dans le cadre des ondes planes que nous avons conside´re´, l’e´quation (1.37) est de
type hyperbolique, les surfaces caracte´ristiques sont alors des coˆnes de re´volution
autour de la direction ω dont le demi-angle au sommet est de´fini par:
cos (θ) = λ/2ω. (1.48)
La direction selon laquelle une perturbation peut se propager de´pend donc de sa
fre´quence.
Il existe le long des coˆnes caracte´ristiques une variation de l’amplitude de la
vitesse. Introduisons le syste`me de coordonne´es cylindriques (s, φ, z) associe´ au
repe`re (ês, êφ, eˆz) tel que eˆz = ω/ω. En ne´gligeant les variations de la vitesse le
long de la caracte´ristique devant les variations perpendiculaires (ce qui en volume
fini suppose que la longueur d’onde de la perturbation est petite devant la taille
caracte´ristique du syste`me) Rieutord et Valdettaro (1997[26]) ont de´montre´ que
la vitesse divergeait comme 1/
√
s quand s → 0.
Dans le cas particulier λ = 0 les surfaces caracte´ristiques sont des cylindres
aligne´s avec l’axe de rotation solide du fluide ω. En prenant le rotationnel de
l’e´quation d’Euler (1.37) avec λ = 0 (∂u/∂t = 0) nous obtenons pour la vitesse
le long d’un cylindre caracte´ristique,
∂u
∂z
= 0. (1.49)
Cette e´quation est ge´ne´ralement connue sous le nom de condition de Proudman-
Taylor. Elle traduit le fait que dans les syste`mes en rotation une perturbation
stationnaire localise´e tend a` acque´rir une structure en colonne le long de laquelle
l’e´coulement est invariant, l’acce´le´ration de Coriolis est alors en e´quilibre avec le
gradient de pression. Les cylindres caracte´ristiques sont alors appele´s cylindres
ge´ostrophiques. La vitesse e´tant paralle`le aux surfaces caracte´ristiques us = 0,
si nous imposons a` l’infini une condition de non pe´ne´tration (uz (∞) = 0), nous
de´duisons alors par conservation de la masse,
∂
∂φ
uφ = 0. (1.50)
L’e´coulement est alors purement azimutal et axisyme´trique. La condition que nous
obtenons est en fait plus forte que le the´ore`me de Proudman-Taylor habituel qui
n’impose pas a priori de de´pendance sur les composantes uφ et us .
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Fig. 1.7 – De´finition du repe`re associe´ au coˆne caracte´ristique C.
La !!rigidification"" de l’e´coulement induit par une perturbation stationnaire
apparaˆıt donc comme un cas particulier de la propagation d’une perturbation
quelconque le long des surfaces caracte´ristiques.
Soit (ζ, ξ, φ) le syste`me de coordonne´e local attache´ a` un coˆne caracte´ristique
C (figure 1.7).
En nous de´plac¸ant sur la caracte´ristique C a` φ constant nous pouvons e´crire
une condition analogue a` la condition de Proudman-Taylor pour une perturbation
de fre´quence quelconque 0 < |λ| < 2ω,
(
ζ̂ · ∇
)
u ∝ 1√
s
. (1.51)
Re´flexion des ondes inertielles sur une paroi. Les proprie´te´s de re´flexion
de ces ondes sont tre`s diffe´rents de celles des ondes acoustiques ou e´lectroma-
gne´tiques. Lors d’une re´flexion d’une onde plane inertielle sur un !!mur"" il y a
conservation de l’angle entre ω et kˆ (figure 1.8).
kˆ1 × ω = kˆ2 × ω, (1.52)
ou` les indices !!1"" et !!2"" de´signent respectivement l’ondes incidente et l’onde
re´fle´chie. Il existe alors une situation particulie`re lorsque (Greenspan 1968[6]),
ω · n̂ = ±ω · kˆ1, (1.53)
pour laquelle kˆ2 et n̂ sont alors coline´aires. La vitesse u2 associe´e a` l’onde re´fle´chie
est dans ces conditions paralle`le a` la surface.
Cette approche des perturbations en terme d’ondes inertielles conserve un sens
en volumie fini si la longueur d’onde de la perturbation reste petite devant la taille
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1
= 1
n
k1
k2
(a)
1
= 1
n
k1
k2
(b)
Fig. 1.8 – Proprie´te´s de re´flexion des ondes planes inertielles non visqueuses.
Lors d’une re´flexion d’une onde plane inertielle sur un !!mur"" il y a conservation
de l’angle entre ω et kˆ1. a) Cas d’une ondes re´fle´chie dans le volume, b) Cas
d’une onde re´fle´chie !!absorbe´e"" a` la surface.
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ω
Fig. 1.9 – Sche´ma de principe de l’expe´rience de Go¨rtler (1957[8]). Un cylindre
(L ∗R) rempli de fluide est en rotation rapide autour de son axe de syme´trie a` la
fre´quence ω. Un disque horizontal de rayon r + R est anime´ dans le re´fe´rentiel
tournant d’un mouvement vertical d’amplitude ∆h.
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 Reflexion
ω
(a)
Surfaces caracteristiques
Disque
(b)
Fig. 1.10 – Ondes inertielles ge´ne´re´es par les oscillations verticales d’un disque
dans le plan e´quatorial d’un cylindre en rotation. a) λ
ω
= 1.75 le demi angle au
sommet mesure´ est de 59◦ pour une valeur the´orique de 56◦ . b) le demi angle au
sommet augmente avec le rapport λ
ω
. (Go¨rtler 1957[8])
caracte´ristique du syste`me. Nous pouvons illustrer l’ensemble de ces proprie´te´s
par les re´sultats de l’expe´rience de Go¨rtler (1957[8]), dans laquelle un cylindre
(L ∗R) rempli d’eau est en rotation rapide autour de son axe de syme´trie a` la
fre´quence ω. Un disque horizontal de rayon r < R est anime´, dans le re´fe´rentiel
tournant, d’un mouvement vertical d’amplitude infinite´simale ∆h + (L, R) a` la
fre´quence λ (figure 1.9). En faisant varier le rapport λ/ω Go¨rtler met en e´vidence
les proprie´te´s que nous venons de de´crire sur les ondes inertielles a` savoir que la
perturbation reste localise´e sur les surfaces caracte´ristiques, que le demi-angle au
sommet des coˆnes caracte´ristiques de´pend de la fre´quence d’excitation λ. (figure
1.10). Cette expe´rience illustre e´galement les proprie´te´s de re´flexion des ondes
inertielles sur les parois.
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1.1.3 La limite des faibles viscosite´s.
1.1.3.1 La couche d’Ekman
Une de´marche classique en me´canique des fluides consiste a` ne´gliger la visco-
site´ en volume lorsque celle ci est assez faible et a` ne conside´rer les effets visqueux
que dans une couche limite localise´e sur la paroi. Ne´gliger les effets visqueux en
volume ne veut pas dire que la viscosite´ elle meˆme est tre`s petite mais que le
terme dissipatif qui apparaˆıt dans les e´quations (E∆U) est localement ne´gli-
geable devant les autres. En disant cela nous faisons une hypothe`se sur la forme
meˆme de l’e´coulement en volume, en particulier nous supposons qu’il n’y a pas
de cisaillement fort sur des petites e´chelles. Physiquement ces couches limites se
de´veloppent lorsqu’il existe en volume un e´coulement primaire U qui ne ve´rifie
pas les conditions aux limites de non-glissement. A ces couches est alors associe´
un e´coulement u˜ tel que sur la paroi:
U + u˜ = Uparoi (1.54)
Les couches limites ne sont pas propres aux e´coulements en rotation, cependant
l’apparition de l’acce´le´ration de Coriolis (2ω× u˜ ) dans l’e´quilibre des forces pour
un syste`me en rotation leur confe`re des proprie´te´s particulie`res, elles sont alors
appele´es couches d’Ekman. De nombreux exemples sont donne´s dans la litte´rature
(Greenspan 1968[6], Tritton 1988[37]), pour un e´coulement primaire stationnaire
dans le re´fe´rentiel en rotation. Lorsque l’e´coulement u˜ est petit nous pouvons
ne´gliger les effets non line´aires devant la force de Coriolis, la dynamique de la
couche est alors de´termine´e par un e´quilibre entre l’acce´le´ration de Coriolis, le
gradient de pression et le terme de dissipation visqueuse. L’e´paisseur naturelle
de ces couches stationnaires est
(
ν
ω
)1/2
. Par conservation de la masse il existe
alors un e´coulement proportionnel a` |U −U paroi|E1/2 allant de la couche limite
vers l’inte´rieur du fluide perpendiculairement a` la paroi, appelle´ !!suction"" ou
!!pompage d’Ekman"".
Le cas de la pre´cession est un peu particulier, l’e´coulement non visqueux est
comme nous l’avons vu principalement une rotation solide autour d’un axe ω
diffe´rent de celui de la coquille, il existe de ce fait une couche limite visqueuse
permettant de raccorder la vitesse en volume a` celle de la paroi. Dans le re´fe´ren-
tiel de rotation solide du fluide , l’axe de rotation de la coquille tourne dans le
sens re´trograde a` la fre´quence ω. La condition au limite (1.54) nous montre que
l’e´coulement de couche limite doit alors avoir la meˆme de´pendance temporelle que
la rotation du conteneur dans ce re´fe´rentiel, c’est a` dire:
u˜ ∝ e−iωt. (1.55)
Supposons que la forme du conteneur soit sphe´rique, il s’agit ici d’une simplifica-
tion nous permettant de de´crire analytiquement de manie`re simple la re´solution du
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proble`me de couche limite, les conclusions restent justes dans la limite des faibles
ellipticite´s. La de´marche mathe´matique classique consiste d’une part a` supposer
que la vitesse varie plus rapidement perpendiculairement que paralle`lement a` la
couche (∂/∂r , (∂/∂θ, ∂/∂φ)) et d’autre part que les composantes tangentes de
la vitesse sont grandes devant la composante normale (u˜r + (u˜θ, u˜φ)). La couche
d’Ekman ainsi obtenue est d’e´paisseur E1/2 partout sauf pour certaines colati-
tudes critiques de´finie par
cos (θc) = ±1, θc = 60, 120◦, (1.56)
pour lesquelles elle devient infiniment e´paisse, le pompage d’Ekman est alors
divergeant. La condition vectorielle ge´ne´rale (pas simplement pour le cas d’une
sphe`re) de´finissant les colatitudes critiques est,
λ = ±2ω · n̂. (1.57)
Cette discontinuite´ est lie´e au fait qu’il existe pour ces colatitudes un e´quilibre
entre l’acce´le´ration inertielle (∂u˜/∂t) et l’acce´le´ration de Coriolis, e´tant donne´es
les hypothe`ses du calcul le terme de dissipation ne peut plus eˆtre e´quilibre´.
En re´alite´ il existe une variation rapide de la vitesse a` la fois suivant r̂ et
suivant θ̂ autour de la colatitude critique. Nous proposons en nous appuyant sur
la de´marche suivie par Roberts et Stewartson (1963[27]) d’obtenir la valeur finie
du pompage d’Ekman et la variation de la structure de la couche autour des
colatitudes critiques.
Nous conside´rons pour cela un conteneur sphe´rique en rotation suivant kˆc, le
fluide est suppose´ en rotation solide autour de ω. Soit u˜ l’e´coulement de couche
limite permettant de raccorder la rotation solide du fluide a` celle du conteneur.
u˜ =
(
ω − kˆc
)
× r. (1.58)
Nous supposerons que l’e´cart entre la rotation du fluide et celle de la coquille est
faible de sorte que les termes non-line´aires restent ne´gligeables devant la force de
Coriolis . Le syste`me de coordonne´es sphe´riques que nous utilisons est repre´sente´
sur la figure (1.11). Les hypothe`ses du calcul sont les suivantes:
1. Ωp + 1, nous ne´gligeons la contribution de la pre´cession lente a` l’acce´le´ra-
tion de Coriolis dans l’e´quation du mouvement (1.24). D’autre part, pour
une pre´cession nulle, le fluide et le conteneur tournent en bloc suivant kˆc.
Nous supposerons que pour de faibles taux de pre´cession l’e´cart entre l’axe
du fluide et celui de la coquille reste petit,
ε =
∣∣∣(ω − kˆc)× r∣∣∣ + 1. (1.59)
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Couche d'Ekman
r
Fig. 1.11 – De´finition du syste`me de coordonne´es sphe´riques utilise´ pour le calcul
de la structure de la couche limite autour de θc. L’e´ppaisseur de la couche e´tant
petite devant la taille caracte´ristique du syste`me nous pouvons conside´rer r =
cte = 1. La direction du vecteur unitaire φ̂est de´finie par φ̂ = r̂ × θ̂.
La condition aux limites (1.58) nous conduit a`,
u˜θ, φ = O(ε), (1.60)
En ne´gligeant les termes d’ordreO (ε2) dans l’e´quation du mouvement (1.24)
nous ne conside´rerons pas les effets non-line´aires.
2. Les de´rive´es en r et θ sont grandes devant celle en φ (Roberts et Stewartson
1963[27]):
∂
∂r
,
∂
∂θ
, ∂
∂φ
. (1.61)
De plus nous supposons,
∂
∂r
= O
(
E−p
)
,
∂
∂θ
= O
(
E−q
)
. (1.62)
avec, 1/2 > p > q > 0. Nous ne retiendrons donc que les de´rive´es secondes
radiales suivant r pour le Laplacien.
3. La de´pendance en temps de u˜ est donne´e par
u˜ ∝ e−iωt.
L’e´quation de conservation de la masse se met sous la forme,
∂
∂r
u˜r +
∂
∂θ
u˜θ = 0. (1.63)
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Nous en de´duisons u˜r = O (Ep−q), p e´tant supe´rieur a` q nous ne´gligerons les
termes d’ordre O
(
E2(p−q)
)
.
Nous nous plac¸ons dans le re´fe´rentiel du fluide, les trois composantes de l’e´qua-
tion du mouvement (1.24) s’e´crivent,
− iωu˜r − 2ωu˜φ sin (θ) = E ∂
2
∂r2
u˜r − ∂
∂r
π˜, (1.64)
− iωu˜θ − 2ωu˜φ cos (θ) = E ∂
2
∂r2
u˜θ − ∂
∂θ
π˜ − ((Ωp × ω)× r) · θ̂, (1.65)
− iωu˜φ +2ω (cos (θ) u˜θ + sin (θ) u˜r) = E ∂
2
∂r2
u˜φ− 1
sin (θ)
∂
∂φ
π˜− ((Ωp × ω)× r) · φ̂.
(1.66)
L’approche clasique conduisant a` une discontinuite´ consiste a` ce stade d’une part
a` ne´gliger u˜r devant u˜θ d’autre part a` ne´gliger
∂
∂θ
devant ∂
∂r
. Ces simplifications
seraient valables loin des colatitudes critiques, c’est a` dire pour (1±2 cos (θ) %= 0).
L’approche suivie par Roberts et Stewartson (1963[27]) pour re´soudre la dis-
continuite´ consiste alors a` de´velopper l’e´quation du mouvement autour de θ = θc
en tenant compte des de´rive´es dans la direction θ.
D’apre`s (1.62), ∂
∂φ
π˜ + ∂
∂θ
π˜ , or u˜φ e´tant du meˆme ordre de grandeur que u˜θ
nous pourrons ne´gliger le gradient de pression dans l’e´quation (1.66), nous en
de´duisons π˜ = O (E1−2p+qu˜φ,θ).
Conside´rons les deux termes de droite de l’e´quation suivant r (1.64),
E
∂2
∂r2
u˜r = O
(
E1−p−qu˜φ,θ
)
, (1.67)
∂
∂r
π˜ = O
(
E1−3p+qu˜φ,θ
)
. (1.68)
donc,
E ∂
2
∂r2
u˜r
∂
∂r
π˜
= O
(
E2(p−q)
)
. (1.69)
Nous pourrons donc ne´gliger le terme visqueux devant le gradient de pression
dans l’e´quation (1.64).
En appliquant ∂/∂r a` (1.65) et (1.66), en utilisant (1.64) pour e´liminer le
gradient de pression et (1.63) pour e´liminer u˜r, nous obtenons
iω
∂
∂θ
u˜r − iω ∂
∂r
u˜θ − 2ω cos (θ) ∂
∂r
u˜φ + 2ω sin (θ)
∂
∂θ
u˜φ = E
∂3
∂r3
u˜θ, (1.70)
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− iω ∂
∂r
u˜φ + 2ω cos (θ)
∂
∂r
u˜θ − 2ω sin (θ) ∂
∂θ
u˜θ = E
∂3
∂r3
u˜φ. (1.71)
r pouvant eˆtre conside´re´ comme constant nous ne´gligeons les variations radiales
de l’acce´le´ration de Poincare´. De plus, d’apre`s (1.62) et (1.63)
∂
∂θ
u˜r
∂
∂r
u˜θ
= O
(
E2(p−q)
)
, (1.72)
nous pourrons donc ne´gliger le terme ∂
∂θ
u˜r dans l’e´quation (1.70). En prenant
(i·(1.70) +(1.71)) et ((1.70) + i·(1.71)), nous trouvons,
ω
∂
∂r
u˜± ± 2ω cos (θ) ∂
∂r
u˜± ± 2ω sin (θ) ∂
∂θ
u˜± = iE
∂3
∂r3
u˜± (1.73)
avec,
u˜± = u˜θ ± iu˜φ, (1.74)
Pour obtenir un de´veloppement autour de θc, posons θ = θc + δθ, avec
δθ = O (Eq) . (1.75)
Le terme d’ordre O(1) en δθ de l’acce´le´ration de Coriolis
(
2ω cos (θc)
∂
∂r
u˜±
)
e´tant
e´quilibre´ par l’acce´le´ration inertielle
(
∂
∂r
u˜±
)
nous devons pousser le de´veloppe-
ment a` l’ordre O (δθ) pour obtenir une de´termination unique de p et q.
L’e´quation (1.73) devient ainsi,
± 2ω sin (θc) δθ ∂
∂r
u˜± = −iE ∂
3
∂r3
u˜± ± 2ω sin (θ) ∂
∂θ
u˜±. (1.76)
En utilisant (1.62) et (1.75) la condition ne´ce´ssaire et suffisante pour que ces trois
termes puissent s’e´quilibrer est,
p =
2
5
, q =
1
5
.
A partir de l’e´quation de conservation de la masse nous obtenons,
u˜r = O
(
εE1/5
)
. (1.77)
Nous regroupons l’ensemble des caracte´ristiques de cette couche limite sur le
schema (1.12). Les zones situe´es autour des colatitudes critiques sont ge´ne´rale-
ment appele´es e´ruptions de la couche d’Ekman.
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Fig. 1.12 – Couche d’Ekman dans le cas d’une pre´cession faible.
1.1.3.2 Modification de l’e´coulement en volume par la viscosite´.
En l’absence de viscosite´ le mouvement du fluide est comme nous l’avons vu
une rotation solide autour d’un axe ω fixe dans le re´fe´rentiel de pre´cession plus
une composante irrotationnelle ∇φ (1.34). Il existe alors une infinite´ de solutions
(ω, φ) telles que l’e´quilibre entre le couple inertiel et le couple de pression soit
respecte´. Le fait de re´introduire la viscosite´ induit comme nous l’avons vu une
recirculation en volume. Ce pompage d’Ekman est alors suceptible de modifier
l’e´coulement en volume.
L’e´coulement de Poincare´ dans la limite des faibles viscosite´s. Pour
des faibles taux de pre´cession, la viscosite´ introduit une composante de rota-
tion solide du fluide perpendiculaire au plan
(
kˆc, kˆp
)
(Roberts et Stewartson
1963[27]). Contrairement au cas non-visqueux il existe alors ge´ne´ralement une
solution unique de l’e´coulement de rotation solide du fluide.
L’approche la plus ge´ne´rale de l’e´coulement de rotation solide du fluide dans
la limite des faibles viscosite´s est celle propose´e par Busse (1968[2]) que nous pre´-
sentons dans l’annexe (A1). En ne´gligeant la viscosite´ en volume et en supposant
que l’e´coulement est principalement une rotation solide ω × r, Busse de´termine
le vecteur ω tel que le couple inertiel, le couple de pression et le couple exerce´
par la couche limite sur le volume soient en e´quilibre. Comme nous l’avons vu,
a` tout e´coulement de couche limite est associe´ un pompage d’Ekman en volume,
cette e´tude montre que pour qu’un tel pompage soit solution des e´quations non-
visqueuses en volume il existe une condition sur la rotation solide qui lui donne
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naissance. Cette condition, dite de solvabilite´, s’exprime par,
ω · kˆc = ω2. (1.78)
Physiquement cela signifie que dans le re´fe´rentiel en rotation avec le fluide,
la composante de rotation de la coquille suivant l’axe de rotation du fluide est
nulle, la seule rotation diffe´rentielle entre le fluide et la coquille est suivant un
axe e´quatorial, il n’y a donc pas de spinup. Une conse´quence directe de cette
condition de solvabilite´ est que l’amplitude de la rotation solide du fluide est
ne´ce´ssairement infe´rieure a` celle de son conteneur, ce qui n’est pas le cas dans
l’approche de Stewartson et Roberts(1963[32]¸ 1965[28]) qui eux supposent que
le fluide tourne en bloc avec la coquille suivant kˆ et qu’il existe en plus une
composante de rotation e´quatoriale du fluide.
En ne´gligeant les e´ruptions de la couche d’Ekman la re´solution de l’e´coulement
de couche limite conduit a` une de´termination implicite du vecteur rotation solide
du fluide (Busse 1968[2]):
ω = ω2k̂c +
Aω2
A2 + B2
k̂c ×
(
k̂p × k̂c
)
+
Bω2
A2 + B2
k̂c × k̂p, (1.79)
avec,
A =
0.259
γν
√
ω
+ cos(α) +
ω2
γe
, (1.80)
B =
2.62ω
γν
. (1.81)
γe =
Ωp
η
, γν =
Ωp
E1/2
Le domaine de validite´ de cette de´termination est donne´ par:
min
 |Ωp| sin (α)√
E
,
α∣∣∣Ωp · k̂c + η∣∣∣ ,
|Ωp|
|η|
 + 1. (1.82)
En pre´cession prograde (kˆc · Ωp > 0), quelque soit (Ωp, α, E, η) tels que
l’ine´galite´ (1.82) soit respecte´e, il existe une solution unique ω a` l’equation (A.11).
La rotation du fluide varie continuement de l’axe du conteneur (Ωp + 1) a` une
rotation autour d’un axe paralle`le au vecteur de pre´cession lorsque le taux de
pre´cession augmente.
En pre´cession re´trograde, pour certaines valeurs des parame`tres (γe, γν) ,
l’equation (A.11) admet 2 ou 3 solutions (ωi), chacune d’elles ve´rifiant l’e´qui-
libre des couples sur lequel repose cette de´termination analytique. Nous n’avons
aucune e´vidence expe´rimentale d’une telle inde´termination, ceci sugge´re alors qu’il
existe un crite`re de stabilite´ permettant de se´lectionner une solution unique dans
le syste`me. Nous discuterons plus en de´tail ce point dans le chapitre III.
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1.1.3.3 Les e´ruptions de la couche d’Ekman, une source d’e´coulement
secondaire en volume?
Dans la limite des faibles viscosite´s, comme nous venons de le voir il existe une
couche limite visqueuse dont l’e´paisseur loin des colatitudes critiques (θc = 60, 120 deg)
est ∝ E1/2 la recirculation en volume associe´e est alors ∝ E1/2. Dans le re´fe´rentiel
en rotation avec le fluide les e´ruptions en θc apparaissent alors pour le volume
non-visqueux comme une perturbation des conditions aux limites de fre´quence ω
dont la taille caracte´ristique est ∝ E1/5 + 1. Dans le re´fe´rentiel en pre´cession,
cette meˆme perturbation est stationnaire.
La question de savoir si de telles perturbations pouvaient se propager en vo-
lume est longtemps reste´e sans re´ponse. Sans qu’ils aient pu re´soudre formellement
le proble`me, Bondi et Lyttleton (1953[1]) sugge`rent qu’aux discontinuite´s de la
couche limite puisse eˆtre associe´ une perturbation de l’e´coulement en volume lo-
calise´e sur les coˆnes carate´ristiques attache´s aux colatitudes critiques que nous
avons introduites dans la section (1.1.2.2) (figure 1.13). Ils concluaient a` l’e´poque
que si de telles structures existaient elles seraient probablement instables, les
surfaces caracte´ristiques (T1CT2) et (T3DT4) conduisant a` une turbulence locali-
se´e autour des e´ruptions (T1, T2, T3, T4) alors que les coˆnes (T1ST2) et (T3NT4)
entraineraient une turbulence en volume.
Walton (1975[43]) de´montre en s’appuyant sur un mode`le de !!slip disk"" ana-
logue a` celui de Stewartson (1957[31]) qu’un cisaillement ponctuel de fre´quence
adimensionne´e λ se propage en volume suivant les coˆnes caracte´ristiques de l’e´qua-
tion du mouvement. Dans la limite des faibles viscosite´s, la structure cisaillante
induite en volume a alors une taille naturelle ∝ E1/3 (figure 1.14). Cette de´ter-
mination peut eˆtre obtenue en suivant une demarche assez semblable a` celle que
nous avons pre´sente´e pour la couche limite. Le long de la caracte´ristique il existe
un e´quilibre a` l’ordre O (1) entre le saut d’acce´le´ration inertielle et le saut d’acce´-
le´ration de Coriolis, en introduisant l’ordre suivant il apparaˆıt alors un e´quilibre
entre l’acce´le´ration de Coriolis et la dissipation visqueuse.
En conside´rant le meˆme mode`le de !!slip disk"", Kerswell (1995[14]) s’interesse
au cas plus ge´ne´ral ou` la perturbation est de taille finie δ. Il conclut en distinguant
deux cas,
1. si δ < E1/3 la perturbation produit en volume une couche de cisaillement
se mettant a` l’echelle en E1/3.
2. si δ > E1/3 la taille caracte´ristique de la structure cisaillante est ∝ δ. Les
effets visqueux en volume associe´s a` ce cisaillement sont alors ne´gligeables.
Dans le cas de la pre´cession, la taille caracte´ristique des e´ruptions de la couche li-
mite e´tant E1/5 > E1/3, la perturbation associe´e au pompage d’Ekman autour des
latitudes critiques induit des zones de cisaillement en volume s’appuyant sur les
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Fig. 1.13 – Propagation en volume des singularite´s de la couche d’Ekman propose´
par Bondi et Lyttleton en 1953 ([1]).
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Fig. 1.14 – Zones de cisaillement en volume produites par une discontinuite´ ponc-
tuelle dans le cas du !!slip-disk"" (Walton 1975[43]).Le fluide incompressible et les
disques D1, D2 e´tant en rotation a a` la fre´quence ω1 autour de l’axe eˆz, le disque
interne D2 est anime´ d’un mouvement oscillant δωeˆz de faible amplitude a` la
fre´quence λ.
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coˆnes caracte´ristiques, sur une e´chelle∝ E1/5. De telles structures ont e´te´ mises en
e´vidence nume´riquement (Hollerbach et Kerswell 1995[14], Tilgner 1999[35],[34]),
nous avons pu confirme´ par une approche nume´rique la mise a` l’e´chelle en E 1/5
de l’e´paisseur des structures en volume, ceci fera l’objet d’une partie du chapitre
II, nous montrerons e´galement que l’amplitude varie comme εE1/5 (ε e´tant de´fini
par 1.59). La de´pendance en temps du champ de vitesse en volume associe´ aux
structures carcte´ristiques est de´termine´e par celle de la perturbation de couche
limite qui lui donne naissance. Cette dernie`re e´tant de fre´quence ω dans le re´fe´-
rentiel de rotation solide du fluide, la vitesse d’une particule de fluide, c’est a` dire
le champ de vitesse Lagrangien, oscille a` la meˆme fre´quence. Dans le re´fe´rentiel en
pre´cession la couche d’Ekman est stationnaire, la vitesse en un point donne´ de ce
re´fe´rentiel, c’est a` dire le champ de vitesse Eule´rien, est e´galement stationnaire.
Les zones de cisaillement obliques sont ge´ne´ralement de´crites comme des pa-
quets d’ondes inertielles (Tilgner 1999[33]), localise´s dans l’espace. Le nombre
d’onde e´tant alors k = δ−1. Il n’y a pas a` proprement parler de propagation sui-
vant kˆ, les effets visqueux entrainant une de´croissance rapide de l’amplitude per-
pendiculairement aux surfaces caracte´ristiques. Nous montrerons nume´riquement
que dans le cas d’un conteneur sphe´rique, cette de´croissance est exponentielle
(chapitre II).
Les proprie´te´s ge´ome´triques de re´flexion sur les parois de ces cisaillements en
volume sont les meˆmes que celles des ondes inertielles sans viscosite´. Quantitati-
vement, chaque re´flexion s’accompagne en pre´sence de viscosite´ d’une diminution
de l’amplitude de la vitesse (Phillips 1963[23]) d’un facteur E1/2 . Apre`s E−1/2
re´flexions, l’onde est alors totalement dissipe´e, ce qui correspond a` un temps
caracte´ristique de l’ordre du temps de spin-up (E1/2ω−1). Cette dissipation ite´ra-
tive de l’onde n’est plus valable dans le cas particulier introduit dans la section
(1.1.2.2) ou` l’onde re´fle´chie est paralle`le a` la paroi, en pre´sence de viscosite´ il y a
alors absorption totale de l’e´nergie. Cette situation particulie`re a lieu pour,
ω · kˆ = ±ω · n̂, (1.83)
ou` n̂ est le vecteur normal sortant a` la paroi. En fre´quence, cette condition s’e´crit,
λ = ±2ω · n̂. (1.84)
Avec dans le cas de la pre´cession λ = ω. Nous retrouvons ici la condition de´-
finissant les colatitudes critiques associe´es aux e´ruptions de la couche d’Ekman.
Les re´flexions totales sont donc localise´es au meˆme endroit que les e´ruptions de
la couche d’Ekman. La relation de cause a` effet entre ce phe´nome`ne d’absorption
totale, qui peut apparaˆıtre comme une source d’instabilite´ pour la couche, et les
e´ruptions qui sont a` l’origine des structures cisaillantes en volume peut parfois
porter a` confusion. Pour le cas d’un conteneur de forte ellipticite´
(
η , E1/5
)
,
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Fig. 1.15 – Re´flexions des structures de cisaillement internes produites par les
e´ruptions de la couche limite (S1, S2, S3, S4).
a) Cas d’un conteneur ellipso¨idal, l’energie associe´e au cisaillement en volume est
dissipe´e en de multiple points de re´flexion.
b) Cas d’un conteneur sphe´rique, les coˆnes caracte´ristiques se recouvrent par
re´flexion, l’e´nergie est dissipe´e dans les e´ruptions de la couche d’Ekman.
l’onde dont la source serait une e´ruption de la couche limite se re´fle´chit inde´fini-
ment dans le syste`me, la dissipation est alors ite´rative (figure 1.15, a), l’e´nergie
introduite en volume est restitue´e en un grand nombre de points de la couche
visqueuse. Le cas d’un conteneur sphe´rique est quant a` lui singulier puisque les
coˆnes caracte´ristiques associe´s aux cercles critiques (θ = θc) se re´fle´chissent sur
eux meˆmes (figure 1.15, b). Si nous cherchons a` avoir la meˆme de´marche que pre´-
ce´dement, l’onde !!e´mise"" par les e´ruptions ne se dissipe pas de manie`re ite´rative,
au contraire elle est totalement absorbe´e de`s la seconde re´flexion. L’e´nergie intro-
duite dans le volume par le pompage d’Ekman est alors totalement restitue´e a` la
couche limite a` l’endroit meˆme des sources. Il y a alors une sorte d’auto excitation
du phe´nome`ne qui fait de la sphe`re un cas singulier, toutes les implications de ces
proprie´te´s ne sont pas actuellement clairement e´tablies.
Tout ce que nous venons de voir repose sur une approche line´aire asymptotique
de la couche limite visqueuse. Busse (1968[2]) envisage l’effet des inte´ractions
non line´aires de l’e´coulement dans la couche d’Ekman dans la limite des faibles
viscosite´s. Le proble`me de couche limite a` l’ordre O (ε) e´tant re´solu, les e´quations
a` l’ordre O (ε2) sont conside´re´es.
La re´ponse line´aire de la couche limite e´tant de fre´quence ω, la re´ponse non
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line´aire est constitue´e de deux composantes, l’une de fre´quence 2ω, l’autre de
fre´quence nulle. Si de telles perturbations devaient se propager en volume, les
surfaces caracte´ristiques de la premie`re seraient d’apre`s (1.48) des plans perpen-
diculaires a` l’axe de rotation ω, celles de la seconde seraient comme nous l’avons
vu des cylindres paralle`les a` ω. Motive´ par les observations de structures ge´o-
strophiques dans les expe´riences (Malkus 1968[17]) que nous pre´sentons dans la
section suivante, Busse s’est inte´re´sse´ a` la composante stationnaire de la re´ponse
non line´aire de la couche d’Ekman. Il de´montre que l’e´quation de couche limite
a` l’ordre O (ε2) admet des solutions si et seulement si, il existe en volume un
e´coulement ge´ostrophique de la forme,
u = ω × r f
(|ω × r|
ω
)
. (1.85)
La fonction f est de´finie par une condition de solvabilite´ du proble`me en vo-
lume a` l’ordre O
(
ε2E1/2
)
. La discontinuite´ stationnaire en θ = θc entraˆıne alors
un cisaillement axisyme´trique infini de part et d’autre du cylindre caracte´ris-
tique attache´ aux latitudes critiques (s = |ω × r| /ω = 0.86) (figure 1.16). Nous
retrouvons ici a` travers la fonction f les singularite´s obtenues lors de de l’e´tude
line´aire de la couche d’Ekman. Les observations expe´rimentales faites par Malkus
(1968[17], section 1.2-figure 1.18) semblent mettre en e´vidence un cisaillement de
grande amplitude localise´ en s ∼ 0.86. Busse propose que les effets visqueux en
volume fixent la taille et l’amplitude finie du cisaillement, nous montrerons dans
le chapitre II que les mises a` l’e´chelle de ces grandeurs obtenues nume´riquement
et the´oriquement, respectivement E1/5 et ε2E−3/10, sugge`rent plutoˆt qu’il s’agit
d’un effet visqueux dans la couche limite.
1.2 Les observations expe´rimentales.
Il n’existe que deux approches expe´rimentales du proble`me de la pre´cession,
l’expe´rience de Malkus (1968[17]) et celle de Vanyo (1971-2000,[40], [41], [42],
[39]). Elles peuvent eˆtre sche´matise´es comme indique´ sur la figure (1.17). Un
conteneur de forme ellipso¨ıdal contenant un fluide incompressible de viscosite´ ν
est mis en rotation autour d’un axe kˆc a` la fre´quence ωc, l’ensemble est pose´ sur
une table tournant autour d’un axe kˆp paralle`le a` la gravite´ locale a` la fre´quence
Ωp. kˆc est incline´ d’un angle α par rapport a` kˆp. Le tableau (1.2) re´sume les
principales caracte´ristiques techniques de ces deux expe´riences.
1.2.1 L’e´coulement de Poincare´.
La seule approche expe´rimentale quantitative de l’e´coulement de rotation so-
lide que nous ayons est celle de Vanyo et al. (1991[38] et 1995[42]) . Les auteurs
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Fig. 1.16 – Repre´sentation sche´matique du cisaillement ge´ostrophique induit par
les non line´arite´s de la couche limite en θ = θc.
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Fig. 1.17 – Sche´ma de principe des expe´riences de pre´cession.
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Vanyo et al. (1995[42]) Malkus (1968[17])
R(rayon) 0.252 m 0.250 m
η(ellipticite´) 1/100 1/25
α 23.5 ◦ 30 ◦
ωc 200 re´v/min 60 re´v/min
Ωp -11.5 a` +11.5 re´v/min (min=±0.1) -0.75 a` -1.33re´v/min
Ek = ν
ωcR2
7.51 10−7 2.5 10−6
Tab. 1.2 – Caracte´ristiques techniques des expe´riences de Vanyo et al. 1995 et
Malkus 1968. Dans les deux cas, le fluide utilise´ est de l’eau.
utilisent des e´ponges de densite´ plus faible que celle de l’eau en suspension dans
le fluide. Sous l’effet de la force centripe`te elles se regroupent sur l’axe de rota-
tion solide et sous l’effet de la gravite´ terrestre elles se localisent sous la surface.
Contrairement a` ce que nous avions obtenu lors de notre e´tude nume´rique en
ge´ome´trie sphe´rique, la de´termination analytique de Busse (Busse 1968[2]) de
l’axe de rotation solide ne semble pas pouvoir rendre compte de leurs observa-
tions (Pais the`se 1999[21]). Comme nous le verrons dans le chapitre II, la vorticite´
de´duite d’un e´chantillonnage superficiel du fluide n’est pas ne´cessairement repre´-
sentative de la vorticite´ moyenne en volume. Pour cette raison, nous pensons que
les re´sultats de´duits de ces expe´riences ne remettent pas en question l’approche
asymptotique de Busse. Il apparaˆıt en particulier ne´cessaire de mettre au point
une me´thode de localisation de l’axe de rotation solide e´chantillonnant l’ensemble
du volume fluide.
1.2.2 L’e´coulement secondaire.
Pour l’e´coulement se superposant a` la rotation solide, une des techniques uti-
lise´es dans ces deux expe´riences consiste a` mettre des particules re´fle´chissantes
de densite´ neutre et de forme aplatie en suspension dans le fluide et a` e´clairer un
plan du sphe´ro¨ıde par une tranche lumineuse. Ces particules s’alignent dans les
zones de cisaillement qu’il est alors possible d’observer en se plac¸ant a` 90 ◦. Il est
important de noter ici une des limitations de cette me´thode, dans ces deux ex-
pe´riences. L’interface air-plexiglass e´tant de forme ellipsoı¨dale (quasi sphe´rique),
elle se comporte comme un dioptre, entrainant une de´formation de l’image que
nous percevons de l’inte´rieur. Ceci se traduit par une dilatation line´aire de l’image
jusqu’a` des rayons de l’ordre de 0.8R, ensuite la de´formation s’accentue de plus
en plus de sorte que la coquille de fluide s’etendant de 0.8R a` R nous apparaˆıt
comme une couche tre`s fine. Nous avons illustre´ ceci dans l’annexe C de ce tra-
vail dans le cas de notre expe´rience. Nous pensons que la structure ge´ostrophique
pre´dites par Busse (Busse 1968[2]) situe´e a` un rayon cylindrique de 0.86×Rsphere
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est trop de´forme´e par le dioptre pour eˆtre visible sur les cliche´s (1.21, 1.22).
Pour la premie`re fois en 1968, Malkus ([17]) a pu mettre en e´vidence par cette
technique trois re´gimes diffe´rents d’e´coulement secondaire (figure 1.21), un re´gime
de cisaillement laminaire figure (a), une premie`re instabilite´ quasi-ge´ostrophique
figure (b) et enfin un e´tat de turbulence de´veloppe´e figure (c-d). Pour un faible
taux de pre´cession, l’e´coulement secondaire peut eˆtre de´crit comme une se´rie de
cylindres concentriques oriente´s paralle`lement a` l’axe de rotation solide du fluide
(figure 1.21, (a)).
Trente ans apre`s celle de Malkus l’expe´rience de Vanyo et al vient confirmer
l’existence en pre´cession re´trograde de ces trois re´gimes, laminaire, turbulent quasi
2D et enfin de turbulence de´veloppe´e. La figure (1.22) illustre les re´sultats obtenus
par ces derniers auteurs en utilisant la meˆme technique de visualisation. Par
comparaison avec les re´sultats de Malkus, il apparaˆıt clairement une variation
en rayon beaucoup plus riche dans l’ensemble du volume. Les structures mises
en e´vidence par cette me´thode de´pendent en grande partie de la sensibilite´ des
paillettes au cisaillement. Comme nous allons le voir, une meˆme serie de cylindres
peut produire diffe´rentes structures de !!bandes claires et sombres"" (figure (1.20)).
Paralle`lement a` cette visualisation directe, Malkus a effectue´ une mesure quan-
titative de la composante azimutale du champ de vitesse associe´e aux structures
ge´ostrophiques, par une me´thode tre`s originale. Le principe en est le suivant, du
bleu de thymol e´tant en solution dans le fluide, il utilise un fil e´lectrique s’e´ten-
dant dans le plan e´quatorial du centre du sphe´ro¨ıde a` la surface pour introduire
une diffe´rence de potentiel pouvant modifier localement le pH de l’eau par ioni-
sation produisant ainsi une coloration localise´e. Il mate´rialise de cette manie`re
un rayon de fluide. Ayant retire´ sa !!sonde"" il met le conteneur en pre´cession. En
prenant une photographie depuis le poˆle sud de la sphe`re toutes les minutes (en
regardant dans la direction du vecteur rotation de la coquille), il peut suivre la
de´formation de cette ligne de colorant au cours du temps. Les re´sultats obtenus
sont repre´sente´s sur la figure (1.18).
Nous reconstituons a` partir de cette e´tude l’amplitude de la vorticite´ associe´e
au structures ge´ostrophiques en fonction de la distance au centre ωgeos(s) (figure
1.19), ainsi que la rotation diffe´rentielle re´trograde entre le fluide et la coquille
suivant kˆc .
Alors que l’approche analytique de Busse ne pre´voit qu’un seul cisaillement
ge´ostrophique a` l’aplomb de la singularite´ de la couche limite (S=21.5 cm), nous
pouvons observer a` travers cette e´tude la pre´sence d’autres cisaillements dont l’un
dominant se trouve en S-4.5 cm (figure 1.19). Nos e´tudes nume´riques nous ont
permis de montrer que le cisaillement le plus externe e´tait associe´ a` l’interaction
non-line´aire de l’e´coulement de couche limite au niveau de la latitude critique.
Comme nous le montrerons dans le chapitre II, une e´tude purement sphe´rique
permet de rendre compte e´galement du cisaillement interne, et des oscillations de
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Fig. 1.18 – Mesure de l’e´coulement secondaire ge´ostrophique en re´gime laminaire
(figure 1.21 (a)). Les axes sont gradue´s en cm. L’e´cart de rotation solide suivant
kˆc entre le fluide et la coquille se caracte´rise par un mouvement d’ensemble re´-
trograde (!!Westward drift"") de 5.5◦/min, deux cisaillements tre`s marque´s a` 4.5
cm et 21.5 cm de rayon sont observe´s. (Malkus 1968[17])
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Fig. 1.19 – Vitesse angulaire se superposant a` la rotation solide du fluide, en
fonction du rayon cylindrique. Cette courbe est de´duite de la figure (1.18).
la vorticite´ entre les deux principaux cylindres. Bien que Vanyo et al. (1995[42])
n’aient pas effectue´ ce type de mesures, nous pouvons penser e´tant donne´ les
parame`tres qu’ils utilisent, qu’ils obtiendraient sensiblement les meˆmes re´sultats.
Or, la visualisation par la me´thode des paillettes semble mettre en e´vidence une
diffe´rence de structure radiale de l’e´coulement ge´ostrophique entre ces deux ex-
pe´riences. Comment pouvons nous relier les mesures quantitatives de Malkus aux
diffe´rentes visualisations obtenues en utilisant des particules re´fle´chissantes? Pour
cela nous pouvons partir de l’hypothe`se que les paillettes s’alignent suivant le sens
de cisaillement si celui ci de´passe une certaine valeur. Ce seuil pouvant de´pendre
de la taille et de la nature des particules il peut donc eˆtre diffe´rent d’une ex-
pe´rience a` l’autre. A partir de la figure (1.19) nous avons calcule´ le cisaillement
axisyme´trique C = s∂ω
∂s
associe´ a` un tel e´coulement. En conside´rant que lorsque
le cisaillement atteignait un seuil Cs les particules pouvait s’aligner nous avons
reproduit des images synthe´tiques (figures 1.20) de ce que nous pourrions obser-
ver. Les bandes blanches correspondent a` |C| > Cs, les bandes noires a` |C| < Cs.
Il ne s’agit pas ici de reproduire quantitativement ou qualitativement les re´sultats
obtenus dans les expe´riences, mais simplement de montrer comment a` partir d’un
meˆme cisaillement nous pouvons obtenir des images comple`tement diffe´rentes par
ce type de me´thode.
Nous montrerons dans le chapitre II de cette the`se que pour les parame`tres
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(a) (b)
Fig. 1.20 – Images synthe´tiques produites par un meˆme cisaillement pour deux
seuils de sensibilite´ diffe´rents des particules re´fle´chissantes. a) Cs = 0.02, b)
Cs = 0.007. (Le cisaillement est de´duit de la figure 1.19)
des expe´riences de Vanyo et al et de Malkus, l’amplitude de la vitesse le long des
coˆnes caracte´ristiques devrait eˆtre du meˆme ordre de grandeur que celle observe´e
pour les cylindres, or ces zones internes de cisaillement n’ont jamais e´te´ observe´es
dans les expe´riences de precession. Ces structures ont e´te´ mises en e´vidence dans
des expe´riences en ge´ome´trie cylindrique (Go¨rtler 1957[8], McEwan 1970[19]) uti-
lisant une visualisation par paillettes plus ou moins sophistique´e, pour lesquelles
le forc¸age n’e´tait pas induit par la pre´cession du conteneur. Dans le cas des ex-
pe´riences de Go¨rtler il s’agit de l’oscillation d’un disque horizontal (voir section
1.1.2.2). L’expe´rience de McEwan e´tant plus complexe, nous renvoyons le lecteur
a` la description de´taille´e qui en est faite dans son article de 1970. Ceci pose la
question de savoir pourquoi ces cisaillements s’appuyant sur les surfaces caracte´-
ristiques n’ont pas e´te´ observe´s en pre´cession.
La me´thode des paillettes ne permettant pas d’avoir acce`s au transport de
fluide, Vanyo et al utilisent un colorant injecte´ a` la surface pour suivre les parti-
cules de fluide au cours du temps. Ils mettent ainsi en e´vidence des tourbillons de
petite e´chelle organise´s en anneaux (figure 1.23) . Une des questions importantes
est de savoir si cette instabilite´ de petite e´chelle se prolonge en volume en conser-
vant une structure en spirale. Les auteurs notent e´galement un transport du fluide
paralle`le a` l’axe de rotation solide du fluide confine´ a` l’inte´rieur des cylindres ge´o-
50 Introduction ge´ne´rale
Fig. 1.21 – Visualisation de l’e´coulement secondaire a` l’aide de paillettes re´-
fle´chissante. ωc = 60 re´v/min, (a) re´gime laminaire Ωp = −0.75 re´v/min, (b)
re´gime turbulent bidimensionnel Ωp = −1 re´v/min, (c-d) re´gime de turbulence
developpe´e Ωp = −1.33 re´v/min (Malkus 1968[17])
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(a)
(b) (c)
Fig. 1.22 – Visualisation de l’e´coulement secondaire a` l’aide de paillettes re´fle´-
chissantes. ωc = 200 re´v/min, (a) re´gime laminaire Ωp = −0.2 re´v/min, (b)
re´gime turbulent bidimensionnel Ωp = −0.82 re´v/min, (c-d) re´gime de turbulence
developpe´e Ωp = −11.5 re´v/min (Vanyo et al. 1995[42])
strophiques. Des courants ascendant et descendant se succe`dent d’un cylindre a`
l’autre, cet e´coulement traversant le plan e´quatorial. Or, les e´quations du pro-
ble`me conservent la syme´trie des solutions par parite´, les conditions aux limites
e´tant antisyme´triques par cette transformation seule une perturbation syme´trique
par parite´ dans le syste`me peut permettre d’expliquer de tels mouvements.
1.3 Plan du me´moire.
Au cours de ce travail nous avons aborde´ le proble`me de la dynamique d’une
cavite´ fluide soumise a` la pre´cession de son conteneur a` travers une e´tude nume´-
rique et une e´tude expe´rimentale.
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Fig. 1.23 – Transport de fluide visualise´ par injection de colorants. Cette tech-
nique met en e´vidence une turbulence de petite e´chelle organise´e en tourbillons
re´partis sur un anneau en surface. Ces structures sont localise´es entre deux cy-
lindres ge´ostrophiques. ωc = 200 re´v/min, Ωp = −0.1 re´v/min. (Vanyo et al.
1995[42])
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Le second chapitre de cette the`se porte sur une approche nume´rique en ge´o-
me´trie sphe´rique de l’e´coulement induit. Il n’existe alors pas de couplage topogra-
phique entre le fluide et le conteneur, nous avons pu de cette manie`re identifier le
roˆle de la viscosite´. Nous montrerons en particulier que les me´canismes et les lois
d’e´chelle associe´s aux structures ge´ostrophiques obtenus dans une sphe`re nous
permettent de rendre de compte quantitativement des observations faites dans
un ellipso¨ıde par Malkus en 1968 ([17]).
Le chapitre III porte sur l’expe´rience de pre´cession que nous avons mene´e dans
un ellipso¨ıde de re´volution. Nous nous attacherons d’une part a` l’e´tude du mou-
vement de rotation solide du fluide, d’autre part a` la caracte´risation des diffe´rents
re´gimes de l’e´coulement secondaire se superposant au mouvement d’ensemble.
Nous aborderons les perspectives de recherche nume´riques et expe´rimentales
que nous envisageons dans un chapitre de conclusion .
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Chapitre 2
Approche nume´rique de la
pre´cession d’une cavite´ sphe´rique.
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2.1 Introduction
Comme nous l’avons vu dans l’introduction ge´ne´rale de ce travail, le proble`me
de la pre´cession d’une cavite´ fluide est caracte´rise´ par des e´chelles de temps et
d’espace tre`s diffe´rentes. En effet si nous voulons de´crire la re´ponse principale
du fluide, qui est une rotation solide dans l’ensemble du volume, nous devons
re´soudre avec une grande pre´cision l’e´coulement dans la couche limite. Or cette
dernie`re est d’autant plus fine que nous diminuons le nombre d’Ekman, ne´cessi-
tant une discre´tisation de plus en plus grande de l’espace, le degre´ de difficulte´
de´pend alors de la limite que nous cherchons a` atteindre. S’il est raisonnable de
chercher a` de´croˆıtre le nombre d’Ekman jusqu’aux valeurs repre´sentatives des
expe´riences de laboratoire (∼ 10−7), il est clair en revanche que le cas terrestre
(E ∼ 10−12 − 10−15) est hors de porte´e des capacite´s des ordinateurs. Est-il ce-
pendant ne´cessaire de re´soudre les e´quations pour de si petites viscosite´s pour
pouvoir appre´hender la dynamique du noyau? Probablement que non, du moins
c’est l’hypothe`se sur laquelle repose les approches nume´riques, dont le but est
de mettre en e´vidence un comportement asymptotique du syste`me. Nous ver-
rons a` travers ce chapitre comment les outils nume´riques nous permettent, d’une
part de ve´rifier certaines conclusions des approches analytiques et d’autre part
de nous guider vers l’identification des me´canismes physiques mis en jeu dans la
dynamique du syste`me.
Une des motivations de ce travail nume´rique e´tait de comprendre les obser-
vations expe´rimentales que nous avons pre´sente´es pre´ce´demment et qui semblent
re´sister aux approches the´oriques. Il s’agit plus particulie`rement de comprendre
l’absence de structures cisaillantes s’appuyant sur les coˆnes caracte´ristiques dans
les expe´riences et l’existence d’une structure de l’e´coulement ge´ostrophique appa-
remment plus riche que celle pre´dite analytiquement (Busse 1968[2]).
L’e´tude des re´gimes de turbulence de´veloppe´e reste actuellement du domaine
des expe´riences et, si par des astuces classiques que nous pre´senterons ulte´rieure-
ment, il est possible de de´crire les mouvements de petites e´chelles dans la couche
limite visqueuse, il n’est pas envisageable d’en faire de meˆme dans l’ensemble du
volume. La` encore ce sont les capacite´s des ordinateurs qui nous limitent dans ce
type d’approches.
Au cours de ce travail nous avons aborde´ deux proble`mes. Nous avons tout
d’abord conside´re´ le cas d’un fluide homoge`ne incompressible en rotation solide
avec son conteneur. A l’instant initial t=0, nous ajoutons une composante de
rotation solide du fluide infinite´simale perpendiculaire a` l’axe de rotation de la
cavite´. Nous avons alors e´tudie´ l’e´tat transitoire entre cet instant initial et l’e´tat
final pour lequel cette composante de rotation e´quatoriale a e´te´ totalement dis-
sipe´e, le fluide tournant de nouveau en bloc avec le conteneur. L’expe´rience que
nous pourrions associer a` cette e´tude consisterait a` mettre en rotation un conte-
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neur contenant le fluide et a` basculer brusquement l’axe de rotation de la coquille
d’une quantite´ infinite´simale. Le mode propre de rotation e´quatoriale ainsi excite´,
que nous avons de´ja` discute´ dans l’introduction, est ge´ne´ralement appele´ mode de
!!spin-over"". La question de savoir comment ce mode non visqueux est modifie´ par
la viscosite´ est directement relie´e comme nous l’avons vu au proble`me de la !!Free
Core Nutation"". Cette e´tude n’est pas sans rapport non plus avec le proble`me de
la pre´cession pour lequel Poincare´ a montre´ que la re´ponse principale du fluide
e´tait pre´cise´ment une rotation suivant un axe diffe´rent de celui de son conteneur.
Dans la limite des taux de pre´cession tre`s faibles l’e´cart entre l’axe du fluide et
celui du conteneur est infiniment petit de sorte que nous pouvons de´composer le
vecteur rotation solide du fluide de la manie`re suivante:
ω = kˆc + αω̂
′
. (2.1)
Ou` α est l’angle entre l’axe du fluide et celui de la coquille et ω̂
′
un vecteur
unitaire perpendiculaire a` kˆc . Les e´quations line´arise´es de la pre´cession sont alors
similaires a` celles du proble`me line´aire du spin-over, si ce n’est que le forc¸age par
les conditions aux limites est maintenu constant. L’e´tude line´aire du spin-over
peut alors apparaˆıtre comme une alternative au proble`me de la pre´cession. Le
mouvement continu de l’axe de rotation du conteneur peut alors eˆtre de´crit par
une succession de changements de direction infinite´simaux. Cette vision discre`te
de la pre´cession reste valable tant que nous pouvons conside´rer,
cos (α) ∼ 1 et sin (α) ∼ α. (2.2)
Nous avons dans un deuxie`me temps aborde´ le proble`me complet de la pre´cession
en tenant compte des effets non line´aires. L’ensemble des re´sultats que nous avons
obtenus sont pre´sente´s ici sous la forme d’un article e´crit en anglais.
Nous avons cherche´ au cours de ce travail a` isoler les effets lie´s a` la viscosite´
de ceux pouvant eˆtre associe´s a` l’ellipticite´ du conteneur, nous avons donc choisi
un conteneur sphe´rique. Ceci nous a permis comme nous allons le voir de be´ne´-
ficier des me´thodes de calcul spectrales pour lesquelles nous avons utilise´e une
de´composition des champs scalaires sur une base de fonction propre de certains
ope´rateurs. Dans le cas d’une sphe`re ces fonctions sont bien connues, il s’agit des
harmoniques sphe´riques, fonction propre de l’ope´rateur Laplacien.
2.1.1 La de´composition polo¨ıdale-toro¨ıdale du champ de
vitesse.
Le fluide e´tant conside´re´ comme incompressible, la conservation de la masse
s’e´crit:
∇ ·u = 0. (2.3)
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En l’absence de source dans le volume, la divergence du rotationnel d’un vecteur
e´tant nulle, nous pouvons de´composer la vitesse u de la manie`re suivante:
u = ∇× (T (r, θ, φ, t) r) +∇×∇× (P (r, θ, φ, t) r) . (2.4)
T et P sont deux scalaires appele´s respectivement toro¨ıdaux et polo¨ıdaux. Chacun
de ces scalaires est une fonction des coordonne´es d’espace et du temps. Nous avons
choisi une repre´sentation en coordonne´es sphe´riques qui apparaˆıt comme la plus
naturelle e´tant donne´ la forme du conteneur. r est le vecteur position.
De manie`re explicite, nous pouvons exprimer les coordonne´es vecteur u par:
u =

1
r
L2 (P )
∂
∂θ
(
1
r
∂
∂r
(rP )
)
+ 1
sin(θ)
∂
∂φ
T
1
sin(θ)
∂
∂φ
(
1
r
∂
∂r
(rP )
)
− ∂
∂θ
T
 , (2.5)
ou` L2 est l’ope´rateur laplacien angulaire de´fini par:
L2(P ) = − 1
sin (θ)
∂
∂θ
(
sin (θ)
∂
∂θ
P
)
− 1
sin2 (θ)
∂2
∂φ2
P. (2.6)
En utilisant la proprie´te´ suivante:
∇×∇× (Pr) = ∇
(
∂
∂r
(rP )
)
− r∆P, (2.7)
nous pouvons e´crire le rotationnel de la vitesse:
∇× u = ∇× (∆Pr) +∇×∇× (T r) . (2.8)
La vorticite´ e´tant par de´finition de divergence nulle nous pouvons l’exprimer par
deux scalaires polo¨ıdaux et toro¨ıdaux (Prot, Trot). Nous avons la relation suivante:
Trot = −∆P, (2.9)
Prot = T . (2.10)
2.1.2 La de´composition des scalaires polo¨ıdaux et toro¨ı-
daux sur la base des harmoniques sphe´riques:
T et P e´tant a` chaque instant des fonctions de´finies sur la sphe`re nous pouvons
de´composer ces deux scalaires sur la base des harmoniques sphe´riques dont nous
pre´sentons en annexe (A2) les proprie´te´s couramment utilise´es.
P =
∑
l,m
Pml (r)Ylm (θ, φ) , (2.11)
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Fig. 2.1 – De´finition des coordonne´es sphe´riques associe´es au repe`re
(Ox,Oy,Oz).
T =
∑
l,m
Tml (r) Ylm (θ, φ) . (2.12)
Nous appelerons par la suite espace spectral, l’espace des fonctions Ylm (θ, φ), les
coordonne´es spectrales de la vitesse sont alors les fonctions complexes Pml , T
m
l .
2.1.2.1 De´composition d’une rotation sur la base des harmoniques
sphe´riques:
Conside´rons un repe`re (Ox,Oy,Oz) de l’espace, nous de´finissons les coordon-
ne´es sphe´riques (r, θ, φ) comme indique´ sur la figure (2.1). Soit u = ω × r une
rotation solide,
ω =

ωx
ωy
ωz
, (2.13)
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un tel mouvement se de´compose uniquement sur les scalaires toro¨ıdaux T 01 et T
1
1 ,
T 01 =
rωz√
3
. (2.14)
T 11 =
(−rωx√
3
+ i
rωy√
3
)
. (2.15)
2.1.2.2 Calcul de la composante de rotation solide d’un e´coulement
quelconque dans la sphe`re.
Nous verrons qu’au cours des calculs il nous est utile de pouvoir calculer a`
chaque ite´ration la composante de rotation solide du fluide. La manie`re la plus
e´conomique d’effectuer cette ope´ration d’un point de vue nume´rique consiste a`
travailler directement sur les composantes spectrales des scalaires toroı¨daux du
champ de vitesse.
Nous avons de´fini les trois composantes de rotation solide (ωx, ωy, ωz) par,
ωx =
∫
V u · (eˆx × r) dV∫
(eˆx × r) · (eˆx × r) dV , (2.16)
ωy =
∫
V u · (eˆy × r) dV∫
(eˆy × r) · (eˆy × r) dV , (2.17)
ωz =
∫
V u · (eˆz × r) dV∫
(eˆz × r) · (eˆz × r) dV . (2.18)
Ou` l’indice !!V"" repre´sente le volume de la sphe`re. Nous pouvons ve´rifier ces
relations dans le cas ou` u est une pure rotation solide,
u = ω × r, (2.19)
En utilisant la propie´te´ vectorielle suivante
(A×B) · (C ×D) = A · (B × (C ×D)) , (2.20)
nous obtenons, ∫
V (ω × r) · (eˆx × r) dV∫
V (eˆx × r) · (eˆx × r) dV
=
ω · ∫V r× (eˆx × r) dV
eˆx · ∫V r× (eˆx × r) dV . (2.21)
Sachant que, ∫
V
r× (eˆx × r) dV = 4π
15
eˆx,
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nous retrouvons,
∫
V (ω × r) · (eˆx × r) dV∫
V (eˆx × r) · (eˆx × r) dV
= ω · eˆx = ωx. (2.22)
Par permutations circulaires nous pouvons ve´rifier les deux autres relations (2.17,
2.18).
Pour un e´coulement u quelconque, les trois inte´grales (2.16, 2.17, 2.18) de´ter-
minent la rotation totale du fluide. En effet, en posant
u = ωxeˆx + ωyeˆy + ωzeˆz + u
′
,
nous obtenons par de´finition de (ωx, ωy, ωz),
∫
V u
′ · (eˆx × r) dV∫
V (eˆx × r) · (eˆx × r) dV
= 0, (2.23)
∫
V u
′ · (eˆy × r) dV∫
V (eˆy × r) · (eˆy × r) dV
= 0, (2.24)
∫
V u
′ · (eˆz × r) dV∫
V (eˆz × r) · (eˆz × r) dV
= 0.
En utilisant la de´composition polo¨ıdale-toro¨ıdale du champ de vitesse u, et la
de´composition d’une rotation solide sur la base des harmoniques sphe´riques in-
troduite pre´ce´demment, nous pouvons re´e´crire les composantes de rotation solide
de l’e´coulement u de la manie`re suivante:
ωx = −
√
3
∫ 1
0 r
3. (T 11 ) dr∫ 1
0 r
4dr
, (2.25)
ωy =
√
3
∫ 1
0 r
3/ (T 11 ) dr∫ 1
0 r
4dr
, (2.26)
ωz =
√
3
∫ 1
0 r
3. (T 01 ) dr∫ 1
0 r
4dr
. (2.27)
Ou` ., / de´signent respectivement la partie re´elle et la partie imaginaire de la
quantite´ entre parenthe`ses.
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2.1.3 Le proble`me de la pre´cession.
Nous pre´sentons en annexe de l’article qui suit le sche´ma nume´rique que nous
avons utilise´ pour re´soudre les e´quations du mouvement et de la conservation
de la masse. Ce code est une adaptation de celui de´veloppe´ par E.Dormy et
P.Cardin (Dormy 1997[3]) pour e´tudier le proble`me de la convection thermique
dans le noyau. La de´composition du champ de vitesse que nous avons introduit,
nous permet d’avoir une approche totalement spectrale en φ, la re´solution en θ
se fera soit spectralement soit par collocation, suivant la nature des termes qui
apparaissent dans les e´quations. Radialement nous avons utilise´ un sche´ma aux
diffe´rences finies. La dimension de la grille est (NLONGxNLATxNR), ou` NLONG
correspond au nombre de points en longitude, NLAT en latitude et NR en rayon.
Pour pouvoir de´crire pre´cise´ment la couche limite visqueuse nous avons de´forme´
la grille radiale en augmentant la densite´ de coquilles pre`s de la paroi, le mode`le
ne posse´dant pas de graine nous avons dilate´ cette grille au voisinage de r = 0.
Nous pre´sentons en annexe de l’article la formulation du syste`me d’e´quations
en utilisant la repre´sentation polo¨ıdale-toro¨ıdale du champ de vitesse, ainsi que le
principe de la de´marche nume´rique que nous avons suivie. Une description plus
de´taille´es du sche´ma en temps et de la re´solution des diffe´rents termes line´aires
est donne´e dans la the`se d’Emmanuel Dormy (Dormy 1997[3]).
2.1.3.1 Le calcul du terme non line´raire.
Le terme non line´aire u · (∇u) = −u × (∇× u) ne peut eˆtre traite´ dans
l’espace spectral. Une technique couramment utilise´e consiste alors a` passer des
composantes spectrales, (Plm, Tlm), au champ de vitesse u (r, θ, φ) dans l’espace
physique, et a` calculer explicitement les interactions non line´aires en chaque point
de la grille. Il faut ensuite rede´composer cette acce´le´ration sur la base des har-
moniques sphe´riques. Les passages de l’espace spectral vers l’espace physique,
et re´ciproquement, ne´cessitent un grand nombre d’ope´rations nume´riques. Nous
avons utilise´ dans ce travail une me´thode totalement spectrale en φ pour traiter
la partie non line´aire du proble`me, nous avons conserve´ une re´solution par collo-
cation en θ. Cette technique consiste a` traiter analytiquement la de´pendance en
φ du terme non line´aire.
Pour cela nous faisons apparaˆıtre explicitement la de´pendance en φ de la
vitesse, nous utilisons la notation !!∗"" pour le complexe conjugue´,
u =
1
2
Mmax∑
m=0
[
Am (r, θ) e
imφ +A∗m (r, θ) e
−imφ
]
, (2.28)
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ou` Am (r, θ) est de´finie d’apre`s (sections 2.1.1, et 2.1.2),
Am =
Lmax∑
l=0
[∇× (Tlm℘ml (cos θ) r) +∇× (∇× (Plm℘ml (cos θ) r))] . (2.29)
℘ml (cos θ) est le polynoˆme de Legendre de degre´ l et d’ordre m introduit dans
l’annexe B.
Le rotationnel s’e´crit alors,
∇× u = 1
2
Mmax∑
n=0
[
Bn (r, θ) e
inφ +B∗n (r, θ) e
−inφ
]
, (2.30)
ou` le vecteur complexe Bn est de´fini par,
Bn (r, θ) = ∇×An (r, θ) . (2.31)
Nous pouvons alors re´e´crire le terme non line´aire,
u× (∇× u) =
Mmax∑
p=0
Cp (r, θ) e
ipφ, (2.32)
ou` les coefficients Cp (r, θ) sont calcule´s en chaque point de la grille dans l’espace
physique, en conside´rant pour chaque m et chaque n les diffe´rentes contributions,
Si m = 0 et n = 0:
C0 = C0 + . (A0). (B0) . (2.33)
Si m = 0 et Mmax > n %= 0 :
Cn = Cn + . (A0)Bn. (2.34)
Si Mmax > m %= 0 et n = 0:
Cm = Cm + . (B0)An. (2.35)
Si m + n < Mmax :
Cm+n = Cm+n +
1
2
[. (Am). (Bn)−/ (Am)/ (Bn)]
+
i
2
[. (Am)/ (Bn) + / (Am). (Bn)]
Si Mmax > m > n:
Cm−n = Cm−n +
1
2
[. (Am). (Bn) + / (Am)/ (Bn)]
− i
2
[. (Am)/ (Bn)−/ (Am). (Bn)]
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Si Mmax > n > m:
Cn−m = Cn−m +
1
2
[. (Am). (Bn) + / (Am)/ (Bn)]
+
i
2
[. (Am)/ (Bn)−/ (Am). (Bn)]
Si Mmax > m = n:
C0 = C0 +
1
2
[. (Am). (Bn) + / (Am)/ (Bn)]
Cette me´thode, totalement spectrale en φ, s’est ave´re´e plus performante et surtout
plus rapide d’un point de vue nume´rique que le traitement explicite et classique
dans l’espace physique. Ce dernier qui fait appel a` des transforme´es de Fourier
ne devient inte´ressant que pour des ordres Mmax e´leve´s.
2.1.3.2 Le choix du re´fe´rentiel.
Nous nous sommes avant tout inte´resse´s a` l’e´coulement se superposant au mou-
vement de rotation solide instantane´ du fluide. Vu depuis le re´fe´rentiel d’inertie,
le fluide tourne autour d’un axe ω+Ωp, ou` ω est le vecteur de rotation du fluide
dans le re´fe´rentiel de pre´cession.
L’e´quation de Navier-Stokes que nous cherchons a` re´soudre s’e´crit alors:
∂
∂t
u+ 2(ω + Ωp)×u+ u · ∇u+ (ω ×Ωp)× r = −∇π + E∆u (2.36)
La condition d’incompressibilite´ e´tant:
∇ · u = 0. (2.37)
Avec cette fois ci des conditions aux limites qui de´pendent du temps a` travers le
vecteur rotation du conteneur,
u =
(
kˆc(t)−ω
)
× r. (2.38)
nous imposons comme condition initiale en tout point de la sphe`re,
u (r, θ, φ) = 0.
Nous utilisons dans un premier temps la de´termination analytique de Busse
(1968[2]) pour obtenir une premie`re approximation du vecteur rotation solide du
fluide. En utilisant la me´thode pre´sente´e dans la section pre´ce´dente, nous calcu-
lons a` chaque instant la rotation solide re´siduelle du fluide qui traduit l’e´cart entre
la pre´diction analytique de de´part et la rotation effective du fluide. Lorsqu’apre`s N
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ite´rations en temps cette dernie`re semble se stabiliser, nous substituons le nouveau
vecteur rotation solide a` la de´termination a priori et effectuons un changement de
repe`re du champ de vitesse. Nous poursuivons ainsi le calcul de manie`re ite´rative
si cela est ne´cessaire. En proce´dant de la sorte, nous tendons vers la situation la
plus favorable pour laquelle le re´fe´rentiel tournant ou` nous re´solvons les e´quations
tend a` eˆtre confondu avec celui de rotation solide instantane´ du fluide.
2.1.3.3 Le choix du repe`re.
Le choix du repe`re est fondamental pour des codes spectraux tels que celui que
nous utilisons. En effet, le nombre d’ope´rations que nous effectuons de´pend du
degre´ Lmax et de l’ordre Mmax auxquels nous tronquons notre de´composition en
harmoniques sphe´riques du champ de vitesse. Comme nous l’avons fait remarquer
dans l’introduction, dans la limite des faibles taux de pre´cession, l’e´coulement
secondaire s’organiserait principalement soit sur des coˆnes, soit sur des cylindres.
Dans un cas comme dans l’autre ces structures sont de re´volution autour de l’axe
de rotation du fluide.
Conside´rons le repe`re (eˆx, eˆy, eˆz) tel que,
eˆz = ω/ω, eˆy =
Ωp × eˆz
|Ωp × eˆz| , eˆx = eˆy × eˆz. (2.39)
Les harmoniques sphe´riques Ylm (θ, φ) sont alors de´finies par rapport a` eˆz. Les
conditions aux limites dans le re´fe´rentiel de rotation solide du fluide se re´duisant
a` une rotation de la coquille suivant un axe perpendiculaire a` eˆz, elle se de´com-
pose dans l’espace spectrale sur le toro¨ıdal T 11 . Les perturbations associe´es a` la
re´ponse line´aire de couche limite se propageant sur les coˆnes caracte´ristiques sont
alors e´galement de syme´trie m = 1. L’e´coulement ge´ostrophique est quant a` lui
axisyme´trique autour de eˆz. Par des effets non line´aires d’autres composantes
spectrales vont pouvoir eˆtre peuple´es, ces dernie`res de´finissent l’ordre Mmax.
Si nous choisissons maintenant un repe`re quelconque tel que eˆz %= ω/ω, nous
ne pouvons plus de´crire la vitesse associe´e aux coˆnes uniquement avec des termes
d’ordre m = 1, ni celle associe´e aux cylindres ge´ostrophiques avec des termes
d’ordre m = 0. Il nous faut dans ce cas un ordre Mmax pour de´crire ces structures
d’autant plus grand que l’axe eˆz du repe`re que nous conside´rons diffe`re de l’axe
de rotation solide du fluide.
Le repe`re attache´ au vecteur rotation solide du fluide dans le re´fe´rentiel en
pre´cession, ω, s’impose donc a priori comme celui pour lequel l’ordre Mmax
ne´cessaire pour assurer la convergence des calculs reste le plus faible. Lmax est
quant a` lui peu sensible au choix du repe`re. Dans ce cas, seule la composante
2ω × u du terme de Coriolis peut eˆtre traite´e spectralement. Nous avons traite´
la partie 2Ωp ×u de la manie`re suivante:
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En posant,
2Ωp = ∇× (Ωp × r) , (2.40)
nous pouvons re´e´crire cette composante de l’acce´le´ration de Coriolis sous la forme,
2Ωp × u = −u× (∇× (Ωp × r)) . (2.41)
Elle peut ainsi eˆtre traite´e avec le terme non-line´aire.
2.1.4 Le proble`me du spin-over.
D’un point de vue nume´rique le proble`me du spin-over apparaˆıt comme une
simplification de celui de la pre´cession que nous venons de pre´senter. Comme nous
l’avons mentionne´ au de´but de ce chapitre nous ne conside´rons ici que le cas ou`
la composante de rotation e´quatoriale du fluide que nous ajoutons a` l’instant t=0
est infinite´simale. Ceci nous autorise donc a` ne´gliger les termes non line´aires dans
l’e´quation du mouvement. Dans le re´fe´rentiel du conteneur, l’e´quation de Navier-
Stokes pour la vitesse u se superposant au mouvement de rotation en bloc du
fluide et de la coquille est :
∂
∂t
u+ 2kˆc × u = −∇π + E∆u. (2.42)
La conservation de la masse et les conditions aux limites s’e´crivent,
∇ · u = 0, (2.43)
u = 0. (2.44)
Formellement nous passons de l’e´quation du mouvement dans le cas de la pre´ces-
sion (2.36) a` celle du spin-over (2.42) en posant Ωp = 0, ω = kˆc et en ne´gligeant
les termes non line´aires. Nous avons donc utilise´ le meˆme code que pre´ce´demment
pour re´soudre le proble`me du spin-over, le syste`me e´tant line´aire la re´solution est
purement spectrale.
Nous avons impose´ comme conditions initiales,
u = δω× r. (2.45)
2.2 Re´sultats et discussion.
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Chapitre 3
Approche expe´rimentale de la
pre´cession. (CICERON)
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3.1 Introduction.
Les e´tudes nume´riques que nous avons mene´es nous ont permis de progresser
dans la compre´hension physique de la dynamique d’une cavite´ fluide soumise a` la
pre´cession de son conteneur. Bien que les capacite´s des ordinateurs evoluent tre`s
rapidement, nous ne sommes pas capables a` l’heure actuelle de de´crire pre´cise´-
ment certains re´gimes comme la turbulence de´veloppe´e ou la limite des tre`s faible
viscosite´s (Ek + 10−8) tout en conservant des temps de calculs raisonables. Les
e´tudes expe´rimentales, telles que celles que nous avons pre´sente´es en introduction,
nous donnent acce`s quant a` elles assez facilement aux re´gimes turbulents et sont
en ce sens comple´mentaires des e´tudes nume´riques.
L’e´volution de notre compre´hension du proble`me nous a amene´e a` concevoir
une expe´rience de pre´cession, appele´e C.I.C.E.R.O.N, nous permettant de com-
ple´ter les observations faites lors des e´tudes ante´rieures (Malkus 1968[17], Vanyo
et al. 1995[42]). Le travail pre´sente´ dans ce chapitre constitue la premie`re e´tape
d’une e´tude expe´rimentale de la pre´cession visant a` utiliser les techniques mo-
dernes de mesures de vitesses telles que la PIV (mesure de vitesse base´e sur le
suivi de particule) ou la ve´locime´trie Doppler (mesure du de´phasage Doppler
d’une onde ultra sonore re´fle´chie par une particule en mouvement).
Dans l’annexe A1 nous pre´sentons les re´sultats analytiques de Busse (1968[2])
sur la de´termination de l’axe de rotation solide du fluide. Nous avons de´ja` discute´
en partie ces re´sultats dans le chapitre II dans le cas d’un conteneur sphe´rique.
Pour une ellipticite´ non nulle il existe en pre´cession re´trograde une gamme de
parame`tres (ωc, Ωp) 1 pour laquelle plusieurs vecteurs rotation solide du fluide sont
solutions des e´quations. Si comme nous le proposons nous pouvons distinguer deux
branches stables de solutions, il faut nous attendre alors a` une variation brusque
de la direction de l’axe de rotation lorsque le syste`me, pour une valeur critique du
taux de pre´cession, saute d’une branche a` l’autre. Ce phe´nome`ne n’est mentionne´
ni dans l’article de Busse (1968[2]), ni dans aucune des e´tudes qui ont suivi qu’elles
soient the´oriques ou expe´rimentales. Nous nous sommes donc inte´resse´s dans un
premier temps a` la caracte´risation de l’e´coulement de rotation solide du fluide.
Pour cela nous avons mis au point une me´thode nous permettant de de´terminer
la longitude et la latitude du vecteur rotation solide par une mesure de la pression
due a` l’acce´le´ration centrifuge du fluide. En utilisant cette technique nous avons
pu observer expe´rimentalement un des changements brusques de direction de l’axe
de rotation solide pre´dit a` partir de l’e´tude the´orique de Busse (1968[2]).
Les expe´riences ante´rieures (Malkus 1968[17], Vanyo et al. 1995[42]) rendent
compte de l’existence de trois re´gimes d’e´coulement secondaire se superposant a` la
1. Ou` ωc et Ωp sont respectivement, la vitesse angulaire du conteneur et la vitesse angulaire
de la table tournante. Nous de´finissons la pre´cession prograde par ωcΩp > 0 et re´trograde par
ωcΩp < 0.
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rotation solide du fluide, l’un laminaire, les deux autres plus ou moins turbulents
(voir Introduction). Ni les me´canismes, ni meˆme la nature de ces bifurcations
n’ont e´te´ identifie´s. En particulier aucune e´tude syste´matique de l’espace des pa-
rame`tres accessibles expe´rimentalement n’a e´te´ faite. Nous avons donc cherche´
a` caracte´riser la transition entre les diffe´rents re´gimes, ainsi que le me´canisme
pouvant rendre compte de ces instabilite´s. Aucune re´ponse claire n’a pu eˆtre ap-
porte´e pour l’instant, nous sugge´rons toutefois que la premie`re bifurcation puisse
correspondre a` une de´stabilisation des structures de cisaillement ge´ostrophiques
du re´gime laminaire.
La premie`re section consiste en une description du dispositif expe´rimental
que nous avons utilise´. La section 2 est consacre´e a` l’e´tude de l’e´coulement de
rotation solide. Nous pre´senterons d’abord un ensemble d’observations directes
de l’axe de rotation du fluide utilisant une suspension de billes de ce´ramique.
Nous introduirons ensuite la me´thode que nous avons de´veloppe´e pour de´terminer
la direction du vecteur rotation a` partir de mesures de pression. Apre´s avoir
pre´sente´ les re´sultats ainsi obtenus, nous proposerons une discussion ge´ne´rale
portant sur l’ensemble de la section. Dans la troisie`me partie nous pre´senterons les
diffe´rents re´gimes d’e´coulement secondaire que nous avons observe´s et discuterons
des me´canisme pouvant eˆtre associe´s aux instabilite´s.
3.2 Dispositif expe´rimental.
L’e´tude de l’expe´rience que nous allons pre´senter a` e´te´ re´alise´e au sein de notre
e´quipe avec J.P. Masson. Les plans dont ont e´te´ extraites les vues de la figure
(3.1) ont e´te´ re´alise´s par J-C. Jay du bureau d’e´tude du LEGI. Enfin la re´alisation
de ce prototype a e´te´ confie´e a` la socie´te´ SFMM pour la partie me´canique et a` la
socie´te´ UFP pour l’usinage du conteneur. L’ensemble de l’expe´rience a e´te´ finance´
par la re´gion Rhoˆnes-Alpes dans le cadre du programme !!E´mergence"".
Le dispositif expe´rimental est pre´sente´ sur la figure (3.1), il est constitue´ d’un
conteneur en plexiglas transparent (3.1, (1)) entraˆıne´ en rotation rapide par un
moteur sans balai de 3 kW (3.1, (2)). Le positionnement de l’axe de rotation
par rapport a` la verticale locale est assure´ par le groupement de pie`ces (3). Cet
ensemble est pose´ sur une table tournante (3.1, (4)) dont la rotation est assure´e par
un second moteur sans balai de 4 kW. La photo (3.2) est une vue d’ensemble de
l’expe´rience. Afin d’e´viter les projections d’objet pendant la rotation nous avons
construit autour de l’appareil une cabane en polycarbonate de 4 mm d’e´paisseur.
Je tiens a` remercier le Madylam et en particulier Mr. Bolcato pour nous avoir
donne´ la table tournante. L’ensemble des caracte´ristiques techniques est pre´sente´
dans le tableau (3.1).
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Fig. 3.1 – Dispositif expe´rimental CICERON. 1-Conteneur, 2-Moteur sans ba-
lai, 3-Positionnement angulaire, 4-Table tournante, 5-Roulements a` billes, 6-
Collecteurs tournants.
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Fig. 3.2 – Vue d’ensemble du dispositif expe´rimental CICERON.
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R 12− 12.5 cm ±0.02 mm
η 1/25
α 0-45 ◦
ωc 50-1600 re´v/min
Ωp -10 a` +10 re´v/min (min=±0.1)
Ek = ν
ωcR2
1.2× 10−5- 3.8× 10−7
Tab. 3.1 – Caracte´ristiques techniques de l’experience de pre´cession. Le fluide
utilise´ est de l’eau a pression et tempe´rature ambiante.
3.2.1 Le conteneur.
Le conteneur est constitue´ de deux demi-cylindres dans lesquels nous avons
fait usiner deux demi-ellipso¨ıdes de re´volution. En choisissant une forme externe
cylindrique pour le conteneur la de´formation verticale d’un plan me´ridien de la
cavite´ n’est lie´e qu’au changement d’indice entre l’eau (1.33) et le plexi (1.49) et
reste donc assez faible. En revanche, nous conservons un dioptre cylindrique. Nous
de´crivons dans l’annexe C la de´formation associe´e a` ce dioptre. Comme dans les
expe´riences de Vanyo et al. (1995[42]) et de Malkus (1968[17]) la de´formation est
d’autant plus imporante que nous regardons des structures situe´es loin de l’axe
du cylindre, c’est en particulier le cas de la zone de cisaillement ge´ostrophique en
s/R = 0.86.
Le choix d’une cavite´ ellipso¨ıdale nous est pour ainsi dire impose´ par des
limitations technologiques. Bien qu’il soit possible de faire re´aliser une cavite´
sphe´rique dans du plexiglas avec une assez grande pre´cision, il est impossible
de pouvoir garantir l’absence de de´formation radiale a` la fois sous l’effet des
variations de tempe´rature et sous l’effet des forces centrifuges associe´e a` la rotation
rapide de la pie`ce. C’est pourquoi nous avons opte´ pour une ellipticite´ assez forte
(η = 1/25), de manie`re a` pouvoir ne´gliger les variations dynamiques du rayon
devant l’ellipticite´.
Au cours des expe´riences a` fort taux de rotation du cylindre (ωc > 700
re´v/min) nous avons observe´ quelques secondes apre`s la mise en route du moteur
la pre´sence dans la cavite´ d’une bulle d’air qui disparaˆıt presque instantane´ment
lorsque nous coupons la rotation du conteneur. Le temps de re´ponse de cette bulle
e´tant tre`s court nous pensons qu’il s’agit d’une de´formation de la cavite´ plutoˆt
que d’un de´gazage du liquide sous l’effet de la rotation solide du fluide. Nous
avons estime´ la taille en surface de cette bulle a` ∼ 2 cm, ce qui repre´sente une
variation de volume de l’ordre de 16 cm3. Une de´formation radiale de la cavite´ de
0.017 cm, soit ∼ 2/100eme de la diffe´rence entre le grand axe et le petit axe de la
cavite´, permet de rendre compte de cette observation.
Un certain nombre de trous ont e´te´ effectue´s dans le conteneur pour pouvoir
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Fig. 3.3 – Sche´ma du conteneur. Nous avons reporte´ les trous ainsi que l’em-
placement d’un des deux capteurs de pression. Les cotes sont donne´es en mm.
remplir, vider, injecter des colorants et mettre en place des capteurs de pression
(figure 3.3). Les deux capteurs de pression sont a` 90 ◦ l’un de l’autre. Les trous T2,
T3, T4 sont espace´s angulairement de 120 ◦ les uns des autres, ils sont bouche´s par
des micro-vannes situe´es sur la partie externe du cylindre. Deux simblots pouvant
remplacer les capteurs de pression (C), ainsi que la vanne permettant de remplir
et vidanger le conteneur ont e´te´ usine´s avec la cavite´ de manie`re a` e´pouser au
mieux la surface.
3.2.2 Motorisation.
La rotation rapide du cylindre est assure´e par un moteur de type sans balai
YASKAWA de 3 kW . Nous avons utilise´ un accouplement me´canique entre le
cylindre et le moteur afin de corriger un de´saxement e´ventuel entre ces pie`ces. Le
guidage en rotation du conteneur se fait par deux roulements a` billes (3.1, (5)).
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Pour la rotation de la table tournante nous avons utilise´ un second moteur
sans balai YASKAWA de 4 kW et une transmission par courroie nous autorisant
une de´multiplication suffisante pour pouvoir obtenir des vitesses angulaires allant
de 0.1 re´v/min a` 10 re´v/min.
Ces deux moteurs sont re´gule´s en vitesse; nous avons pu observer au cours des
expe´riences une stabilite´ a` mieux que 0.5%.
Ce syste`me de motorisation a l’inconve´nient de ge´ne´rer un bruit e´lectromagne´-
tique assez important que nous n’avons pas e´te´ en mesure d’e´liminer totalement.
3.2.3 Transmission des donne´es.
Le traitement des donne´es se faisant en dehors de la table tournante, nous
avons utilise´ deux collecteurs tournants pour transmettre tous les signaux. Le
premier (3.1, (6)) permet de passer du cylindre a` la table tournante, le second
(non repre´sente´ sur la figure 3.1) est utilise´ pour e´changer des informations entre
la table en rotation et le poste de travail.
3.3 E´tude du mouvement de rotation en bloc.
3.3.1 Visualisation directe de l’axe de rotation solide du
fluide.
Dans un premier temps, nous avons utilise´ une me´thode de visualisation di-
recte de l’axe de rotation solide du fluide pour de´terminer sa direction (longitude,
latitude). La technique des e´ponges utilise´e par Vanyo et al (Vanyo et al. 1995[42])
ne pouvant sonder qu’une partie superficielle du fluide nous avons pre´fe´re´ utiliser
des billes de ce´ramique de densite´ 0.7 a` 0.8 g/cm3 et de rayon 40 a` 70 µm, pour
lesquelles le temps de suspension est suffisamment grand pour que nous puissions
observer en volume les effets de la rotation solide.
Sous l’effet de la force centripe`te les billes se regroupent le long de l’axe de
!!rotation"". En e´clairant le fluide par une tranche de lumie`re, nous avons pu mettre
en e´vidence la zone de de´pression associe´e a` l’axe de rotation (figure 3.4).
3.3.1.1 Mesure de la longitude et de la colatitude de l’axe de rotation.
Nous de´crivons la direction de l’axe de rotation solide du fluide par deux
angles (θ, φ) que nous appelons respectivement colatitude et longitude. θ est de´fini
comme l’angle entre l’axe du cylindre et l’axe de rotation du fluide, φ est defini
comme l’angle entre le plan (ωc,ω) et le plan (Ωp,ωc). θ varie de 0 a` π, φ de 0
a` 2π.
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Fig. 3.4 – Visualisation de l’axe de rotation solide. α = 25 ◦, ωc = 300 re´v/min,
Ωp = 0 re´v/min. La colonne de billes de ce´ramique se trouve a` l’aplomb du sim-
bleau que nous utilisons comme soupape.
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Fig. 3.5 – Syste`me de positionnement de la tranche lumineuse.
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Pour de´terminer la longitude de l’axe de rotation solide, nous utilisons le sys-
te`me de positionnement de la tranche lumineuse sche´matise´ sur la figure (3.5).
La tranche lumineuse est obtenue en faisant diverger un faisceau laser de faible
puissance sur un capillaire en verre de diame`tre d = 5mm. L’ensemble du dis-
positif est monte´ a` l’extre´mite´ d’un des bras d’une croix me´tallique centre´e sur
l’axe du cylindre. La longitude ze´ro correspond a` la position de la croix telle que
la tranche de lumie`re contienne l’axe du cylindre et l’axe de rotation de la table.
La longitude de l’axe de rotation correspond alors a` l’angle dont il faut tourner
la croix pour que la tranche lumineuse contienne l’axe du cylindre et l’axe de
rotation solide du fluide. Le repe´rage angulaire est obtenu en fixant sur l’axe de
la croix un potentiome`tre dont la tension aux bornes est proportionnelle a` l’angle.
La pre´cision sur le positionnement angulaire de la croix est infe´rieure a` 1 ◦.
Lorsque la longitude est de´termine´e, une photo est prise a` 90 ◦ de la tranche
lumineuse, nous mesurons la colatitude directement sur le cliche´.
3.3.1.2 Re´sultats.
La vitesse de rotation du cylindre e´tant fixe´e a` 300 re´v/min nous avons fait
varier le taux de pre´cession de 0 a` 10 re´v/min dans le sens re´trograde.
Pour des valeurs de Ωp infe´rieures a` 5.5 re´v/min les billes de ce´ramique
s’alignent suivant un axe bien de´fini dans l’ensemble du volume ( figure 3.6, (a),
(b), (c)) . Au dela` de cette valeur les billes de ce´ramique semblent re´parties en
volume sans qu’aucune structure meˆme de grande e´chelle ne leur soit associe´e
(figure 3.6, (e)). Dans certaines expe´riences, nous pouvons observer un cycle au
cours duquel une structure centrale allonge´e apparaˆıt puis se de´stabilise ( figure
3.6, (f)) avec une pe´riodicite´ d’une dizaine a` une trentaine de secondes. En dimi-
nuant la vitesse de rotation de la table en dessous de 5.5 re´v/min nous observons
de nouveau un axe de rotation solide avec les latitudes et longitudes pre´sente´es
sur la figure (3.7).
Pour des taux de pre´cession infe´rieurs a` 5.5 re´v/min, nous observons une de´-
formation de la structure mate´rialise´e par les billes de ce´ramique a` proximite´ de
la surface du conteneur. L’axe semble se vriller autour de sa direction principale.
Comme nous pouvons le voir sur la figure (3.6, (b), (c)), cet effet, pratiquement
absent a` 3 re´v/min, est bien identifie´ a` 4 re´v/min. Nous retrouvons cette de´for-
mation de manie`re tre`s marque´e pour les taux de pre´cession les plus importants
lorsque l’axe se stabilise pendant quelques secondes (figure 3.6, (f)). L’e´cart entre
la direction principale de l’axe de rotation solide et la trace en surface de cette
structure peut atteindre 20 ◦ en longitude et en colatitude. Ceci nous montre
qu’une me´thode n’e´chantillonant que la partie superficielle du fluide, comme celle
utilise´e par Vanyo (Vanyo et al. 1995[42]) peut nous amener a` faire un erreur
importante quant a` la direction de la vorticite´ moyenne en volume du fluide.
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Fig. 3.6 – Visualisation de l’axe de rotation solide du fluide, les photos sont
prises a` 90 ◦ du plan (ωc,ω ). Conditions expe´rimentales: ωc = 300 re´v/min,
α = 25 ◦, pre´cession re´trograde, (a) Ωp = −2 re´v/min, (b) Ωp = −3 re´v/min,
(c) Ωp = −4 re´v/min, (d) Ωp = −5.5 re´v/min, (e) Ωp = −5.7 re´v/min, (f)
Ωp = −6.6 re´v/min.
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Fig. 3.7 – Colatitude et longitude de l’axe de rotation solide du fluide de´termine´es
par visualisation directe de l’axe en utilisant des billes de ce´ramique. ωc = 300
re´v/min,α = 25 ◦. La courbe en trait plein correspond a` la de´termination analy-
tique de Busse (Busse 1968[2]).
Nous avons de´termine´ la longitude et la colatitude de l’axe de rotation solide
moyen du fluide pour des taux de pre´cession re´trograde compris entre 2 et 5.5
re´v/min (figure 3.7). Pour des taux de pre´cession ≤ 2 re´v/min l’axe du fluide est
pratiquement confondu avec celui de la coquille, le plan (ωc,ω) n’est plus de´fini.
En pre´cession prograde nous observons un axe de rotation solide sur l’ensemble
de la gamme des vitesses angulaires de la table (+0.1 a` +10 re´v/min), l’angle entre
le plan (ωc,ω) et le plan (Ωp,ωc) est toujours infe´rieur a` 10 ◦, nous n’avons pas
pu obtenir de mesure significative de la longitude. La latitude a e´te´ mesure´e sur
les cliche´s apre`s avoir place´ la tranche lumineuse a` une longitude moyenne de 5 ◦.
L’ensemble des re´sultats est repre´sente´ sur la figure (3.7). Les barres d’erreurs
sur la longitude correspondent a` l’intervalle angulaire pour lequel nous observons
dans le plan lumineux l’axe du cylindre et l’axe du fluide, nous avons reporte´ sur
les figures la me´diane de cet intervalle (symboles).
3.3.2 De´termination de la direction du vecteur de rotation
solide par une mesure de la pression.
Afin de nous affranchir de la caracte´risation visuelle de l’axe de rotation solide
du fluide pour de´terminer sa longitude et sa colatitude nous avons mis au point
une technique base´e sur la mesure de la pression associe´e a` la force centrifuge
re´sultant de la rotation solide du fluide.
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Fig. 3.8 – Sche´ma de principe de la mesure de pression.
3.3.2.1 Principe de la me´thode.
Conside´rons un capteur de pression aﬄeurant a` la surface du conteneur place´
dans l’he´misphe`re sud a` une distance h du plan e´quatorial (figure 3.8). Soit α
l’angle entre l’axe de la table tournante (Ωp) et celui du cylindre (ωc) et θ l’angle
entre l’axe du fluide (ωF ) et celui du cylindre. Ne conside´rant que le mouvement
de rotation solide du fluide nous pouvons exprimer la pression exerce´e par le
liquide sur le capteur de la manie`re suivante:
P = Ph + Pd, (3.1)
ou` Ph est la pression dans le syste`me en l’absence de pre´cession et Pd est due
a` la force centrifuge Fc associe´e a` la rotation solide du fluide. Nous choisissons la
pression atmosphe´rique comme re´fe´rence.
Fc = ω × (ω × r) , (3.2)
Ces deux champs de pression sont stationnaires dans le re´fe´rentiel de la table
tournante, le capteur e´tant lui en rotation avec le conteneur ces deux signaux
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vont de´pendre du temps. Dans les expe´riences nous nous restreindrons aux cas
ou`, Ω2p + ω2c . Nous pourrons alors ne´gliger la force centrifuge associe´e a` la rotation
de la table tournante devant celle Fc.
Le signal Ph est principalement associe´ a` la colonne d’eau se situant au dessus
du capteur (3.8), il est domine´ par une composante de fre´quence ωc. Pour nous
en convaincre nous pouvons nous placer dans un cas ou` l’angle α entre l’axe du
conteneur ωc et la verticale serait de 90 ◦ (figure 3.9).
En A, la pression hydrostatique est maximum et vaut:
Ph = ρgD, (3.3)
ou` D est le diame`tre du conteneur. En B,C,D la pression est nulle, enfin en A’:
Ph = ρgD cos(ωt). (3.4)
Bien que dans les expe´riences α < 45 ◦, la pression hydrostatique reste principa-
lement un signal de fre´quence ωc( figure 3.14). Le maximum de pression hydro-
statique correspond toujours a` un instant t ou` le capteur de pression se trouve en
position basse (figure 3.8), c’est a` dire dans le plan φ = 0.
Le signal Pd est quant a` lui plus complexe, en particulier sa de´pendance en
temps est comme nous allons le voir bimodale.
Soit s(t) la distance entre le capteur et l’axe de rotation solide ω. La pression
Pd associe´e a` la force centrifuge F c (3.2) s’e´crit:
Pd = ρ
ω2
2
s2(t). (3.5)
En exprimant s(t) a` partir des parame`tres (h, θ, φ, ωc), nous obtenons:
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Pd = ρ
ω2
2
(
R2(h) +
(
h2 − R2(h)
2
)
sin2(θ)
)
(3.6)
+ρω
2
2
(2hR(h) cos(θ) sin(θ) cos(ωct− φ))
−ρω2
2
(
R2(h)
2
sin2(θ) cos(2(ωct− φ))
)
,
Avec
R(h) =
√√√√R2 − h2
(1− η)2 . (3.7)
Ou` η est l’ellipticite´. Pour h %= 0 (capteur hors du plan e´quatorial), le signal de
pression est bimodal de fre´quences ωc et 2ωc.
Dans les e´quations suivantes, les grandeurs mesurables sont souligne´es afin
de pouvoir eˆtre facilement identifie´es, nous avons e´galement introduit les expo-
sants 1 et 2 pour identifier les composantes de fre´quence ωc et 2ωc. Nous faisons
l’hypothe`se que tous les signaux peuvent eˆtre de´crits par des se´ries de Fourier.
Soit P 1h la composante de fre´quence ωc de la pression hydrostatique:
P 1h = A
1
h cos(ωct− φ1e). (3.8)
Nous avons choisi de prendre comme instant initial (t = 0) le moment ou` le
capteur se trouve dans le plan φ = 0. Comme nous allons le voir dans la description
du dispositif expe´rimental nous avons utilise´ un de´tecteur optique pour repe´rer le
passage du capteur dans ce plan. En l’absence de de´phasage duˆ a` l’e´lectronique
nous devrions observer un maximum de P 1h en t = 0+(2kπ/ωc) k e´tant un entier,
en pratique nous observons syste´matiquement un retard. Afin d’en tenir compte
nous introduisons de´s maintenant le de´phasage φe dans nos signaux. Ce de´phasage
pouvant de´pendre de la fre´quence nous avons distingue´ φ1e et φ
2
e les de´phasages a`
ωc et a` 2ωc.
Soit P 1d la composante de fre´quence ωc associe´e a` l’e´coulement de rotation
solide de´crite par (3.6):
P 1d = A
1
d cos(ωct− φ1e − φ), (3.9)
avec d’apre`s (3.6),
A1d = ρω
2hR(h) cos(θ) sin(θ). (3.10)
soit P 1la composante de fre´quence ωc de la pression totale:
P 1 = A1 cos(ωct− φ1), (3.11)
= P 1h + P
1
d , (3.12)
(3.13)
106 Approche expe´rimentale de la pre´cession. (CICERON)
en de´veloppant P 1h et P
1
d d’apre´s (3.8) et (3.9) nous obtenons le syste`me suivant:{
A1 cos(φ1) = A1h cos(φ
1
e) +A
1
d cos(φ+ φ
1
e),
A1 sin(φ1) = A1h sin(φ
1
e) +A
1
d sin(φ+ φ
1
e).
(3.14)
Nous en de´duisons:
A1d =
√(
A1 cos(φ1)− A1h cos(φ1e)
)2
+
(
A1 sin(φ1)−A1h sin(φ1e)
)2
, (3.15)
ainsi que la longitude φ de l’axe de rotation:
φ = arctan
(
A1 sin(φ1)−A1
h
sin(φ1e)
A1 cos(φ1)−A1
h
cos(φ1e)
)
− φ1e.
Conside´rons maintenant les composantes de fre´quence 2ωc.
P 2h = A
2
h cos(2ωct− φ2e). (3.16)
Soit P 2d la composante de fre´quence 2ωc associe´e a` l’e´coulement de Poincare´:
P 2d = A
2
d cos(2ωct− φ2e − 2φ), (3.17)
A2d = −ρ
ω2
4
R2(h) sin2(θ). (3.18)
La composante a` 2ωc de la pression totale s’e´crit:
P 2 = A2 cos(2ωct− φ2), (3.19)
= P 2h + P
2
d , (3.20)
en de´veloppant P 2h et P
2
d d’apre´s (3.16) et (3.17) nous obtenons le syste`me suivant:{
A2 cos(φ2) = A2h cos(φ
2
e) +A
2
d cos(2φ + φ
2
e),
A2 sin(φ2) = A2h sin(φ
2
e) +A
2
d sin(2φ+ φ
2
e).
(3.21)
Nous en de´duisons:
A2d = −
√(
A2 cos(φ2)−A2h cos(φ2e)
)2
+
(
A2 sin(φ2)− A2h sin(φ2e)
)2
, (3.22)
En nous reportant aux de´finitions des grandeurs A1d (3.10) et A
2
d (3.18) nous
obtenons pour ω et β le syste`me suivant:{
A2d = −ρω
2
4
R2(h) sin2(θ),
A1d = ρω
2hR(h) cos(θ) sin(θ).
(3.23)
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Nous en de´duisons:
θ = arctan
− 4hR(h) −
√(
A2 cos(φ2)−A2
h
cos(φ2e)
)
2
+
(
A2 sin(φ2)−A2
h
sin(φ2e)
)
2
√(
A1 cos(φ1)−A1
h
cos(φ1e)
)
2
+
(
A1 sin(φ1)−A1
h
sin(φ1e)
)
2

ω =
√
− 4A2d
ρR2(h)
1
sin2(θ)
Avant d’introduire le protocole expe´rimental que nous avons suivi il est im-
portant de rappeller l’hypothe`se forte de ce calcul, a` savoir que l’e´coulement peut
eˆtre de´crit comme une rotation solide.
3.3.2.2 Dispositif.
D’apre`s ce que nous venons de voir la de´termination de (ω, θ, φ) se rame`ne a`
une mesure des grandeurs (A1h, A
2
h, A
1, A2, φ1e, φ
2
e).
Pour la mesure de pression nous avons utilise´ des capteurs dynamiques pie´zo-
e´lectriques a` quartz Pie´zotronics mode`le 106B50, dont les principales caracte´ris-
tiques techniques sont reporte´es dans le tableau suivant.
Mode`le 106B50
Gamme de sensibilite´ dynamique(kPa) 0.0007-34.5
Sensibilite´ (mV/kPa) 72.5
Pression statique maximum(kPa) 3450
Fre´quence de re´sonance (khz) >40
Fre´quence minimum (Hz) 0.5
Diame`tre de la surface sensible (mm) 12.62
Le capteur de pression est fixe´ dans le conteneur de manie`re a` eˆtre aﬄeurant
a` la surface de la cavite´. Nous avons placer le capteur a` 3 cm du plan e´quatorial.
Nous avons re´alise´ apre`s construction de l’expe´rience que cette position n’e´tait
pas la plus favorable, !!mais presque"". h est de´termine´ de manie`re a` ce que l’am-
plitude des signaux de fre´quence ω et 2ω dans (3.6) soit la plus grande possible,
cela revient donc a` maximiser simultane´ment les facteurs ge´ome´triques 2hR (h) et
R2 (h) /2. Nous avons repre´sente´ sur la figure (3.10) ces deux fonctions pour dif-
fe´rentes valeurs de h, il apparaˆıt que notre choix (h = 3 cm) n’est pas le meilleur
compromis, une distance de l’ordre de h = 5 cm semble plus approprie´e. Le signal
de´livre´ par les capteurs de pression e´tant trop faible pour pouvoir eˆtre transmis
directement a` travers les collecteurs tournant nous avons utilise´ une e´lectronique
fixe´e sur le conteneur pour l’amplifier. Cependant, les moteurs sans balai utilise´s
pour les deux rotations ge´ne`rent un bruit e´lectromagne´tique important. Toutes
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Fig. 3.10 – Facteurs ge´ome´triques 2hR (h) et R2 (h) /2 intervenant dans les am-
plitudes des composantes du signal de pression a` ω et 2ω dans l’e´quation (3.6).
L’e´chelle des ordonne´es est gradue´e en cm2. Le choix que nous avions fait a` priori
n’apparaˆıt pas comme le meilleur compromis, il reste ne´anmoins raisonnable.
les connections ne pouvant eˆtre blinde´es, elles se comportent comme des antennes
re´ceptrices. Le signal recueilli en dehors de la table tournante est alors domine´
par un bruit a` 50 kHz. Les signaux en pression e´tant de fre´quences comprises
entre 0 et 60 Hz environ, nous avons utilise´ un filtre analogique passe bas avec
une fre´quence de coupure de 200 Hz avant d’enregistrer les signaux de pression a`
l’aide d’un oscilloscope nume´rique. La fre´quence d’e´chantillonnage e´tant fixe´e a`
2.5 kHz nous avons pu enregistrer pour chaque mesure 20 s de signal. Le dispositif
d’acquisition est re´sume´ par l’organigramme (3.11).
Ne pouvant disposer du mate´riel ne´cessaire a` un e´talonnage de l’e´lectronique
situe´ en aval des capteurs de pression, nous ne connaissons les amplitudes des
Capteur Ampli Collecteur Filtre LP 200Hz Oscilloscope
Traitement
des donnees(Rotation rapide) (Rotation lente) (Fixe)
Cylindre Table tournante Laboratoire
Fig. 3.11 – Dispositif d’acquisition des signaux de pression.
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signaux de pression qu’a` un facteur multiplicatif pre`s que nous notons Ke:
A1(mesure) = Ke.A1(vrai)
A2(mesure) = Ke.A2(vrai)
A1h(mesure) = Ke.A
1
h(vrai)
A2h(mesure) = Ke.A
2
h(vrai)
(3.24)
En utilisant un ge´ne´rateur de signaux pe´riodiques, nous avons pu ve´rifier que
le filtre analogique, monte´ en passe bas avec une fre´quence de coupure de 200 Hz,
introduisait le meˆme facteur multiplicatif sur l’ensemble de la gamme de fre´quence
[0-60Hz]. Nous avons donc pu de´terminer les grandeurs ne faisant intervenir que
des rapports d’amplitude, c’est a` dire φ et θ. ω ne´cessitant une mesure abso-
lue de A2d, l’e´talonnage du syste`me est indispensable pour pouvoir obtenir une
de´termination de cette grandeur.
Nous avons extrait les composantes a` ωc et a` 2ωc apre`s enregistrement par
un filtrage nume´rique en temps. Afin de conserver les de´phasages, nous avons
syste´matiquement effectue´ deux passages d’un filtre passe bande sur les donne´es,
le premier dans le sens des temps croissant, le second en renversant la serie tem-
porelle. Les fre´quences de coupure ont e´te´ de´termine´es a` partir des transforme´es
de Fourier du signal brut. Ce traitement nume´rique a e´te´ effectue´ en utilisant le
logiciel SAC (Seismic Analysis Code). Un exemple est donne´ sur la figure (3.12)
La mesure de la position du capteur de pression est obtenue par un syste`me
optique constitue´ d’une photodiode place´e dans le re´fe´rentiel de la table tournante
et d’un re´flecteur colle´ sur le cylindre a` l’aplomb du capteur de pression ( figure
3.13).
La table tournante e´tant au repos nous avons incline´ le cylindre, le signal se re´-
duit alors a` la pression hydrostatique. Ainsi nous pouvons de´terminer (A1h, A
2
h, φ
1
e).
Nous illustrons la de´termination du de´phasage et de l’amplitude sur la figure
(3.14).
Il apparaˆıt clairement que la pression hydrostatique est principalement un
signal de fre´quence ωc (figure 3.14). Comme attendu nous avons pu ve´rifier que
pour chaque jeu de parame`tres (α, ωc, Ωp) , la composante filtre´e a` 2ωc e´tait
ne´gligeable devant celle a` ωc. Nous en de´duisons
A2h = 0, (3.25)
A2d = A
2. (3.26)
3.3.2.3 Protocole expe´rimental
Le signal de pression hydrostatique ne de´pendant que de l’angle α entre l’axe
du cylindre et l’axe de pre´cession et de la vitesse de rotation ωc, nous avons
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Fig. 3.12 – Exemple de filtrage nume´rique pour α = 20 ◦, ωc = 300 re´v/min,
pre´cession re´trograde a` Ωp = −5 re´v/min . a) signal brut, b) FFT du signal brut.
Choix des fre´quences de coupures, c) Composante filtre´e nume´riquement a` ωc,
d) Composante filtre´e nume´riquement a` 2ωc. Pour des raisons de clarte´, nous
n’avons repre´sente´ que 3 secondes des signaux de pression sur les 20 dont nous
disposons pour chaque enregistrement. De meˆme le spectre en fre´quence s’e´tend de
0 a` 200 Hz, toutefois le signal au dela` de 15 Hz ne comportant pas d’information
nous ne l’avons pas fait figurer sur le graphique.
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Fig. 3.13 – Syste`me de positionement du capteur de pression.
proce´de´ de la manie`re suivante:
1. ωc et α sont fixe´s, Ωp = 0. Enregistrement simultane´ de la pression et
du signal de positionnement. La pression totale correspond a` la pression
hydrostatique. A partir de cette mesure nous pouvons de´terminer (A1h, φ
1
e).
2. ωc et α reste inchange´s, nous augmentons progressivement le taux de pre´-
cession. Pour chaque valeur de Ωp nous mesurons simultane´ment la pres-
sion et le signal de positionnement. Par cette mesure nous de´terminons
(A1, A2, φ1, φ2).
3.3.2.4 Re´sultats.
Comme nous l’avons vu lors de la visualisation directe de l’axe de rotation
solide (section 3.3.1), l’e´cart entre les plans (ωc,ω) et (Ωp,ωc) est de l’ordre
de 5 a` 10◦ en pre´cession prograde. Les barres d’erreur sur la de´termination de
la longitude et de la latitude e´tant comme nous allons le voir de l’ordre de 5◦
e´galement, cette technique ne nous a pas permis jusqu’a` pre´sent d’obtenir de
mesures significatives de la position de l’axe de rotation en re´gime prograde.
Cette me´thode e´tant nouvelle nous avons proce´de´ par e´tapes successives en
nous limitant dans un premier temps a` une gamme de parame`tres pour laquelle
nous pouvons supposer d’apre`s les re´sultats de la partie (3.3.1) que l’e´coulement
est domine´ par une rotation d’ensemble du fluide (|Ωp| < 5.5 re´v/min en pre´-
cession re´trograde, α = 25 ◦ et ωc = 300 re´v/min). L’incertitude sur la mesure
provient essentiellement de la de´termination des parame`tres φ1e et φ
1(figure 3.14)
. Nous retrouvons par cette technique les re´sultats de´duits d’une visualisation
directe de l’axe de rotation solide pour des taux de pre´cession infe´rieurs a` 5.5
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Fig. 3.14 – Exemple de de´termination des caracte´ristiques de la pression hydro-
statique pour α = 25 ◦, ωc = 300 re´v/min, Ωp =0 re´v/min. . a) signal brut, b)
FFT du signal brut. Choix des fre´quences de coupure, c) Composante filtre´e nu-
me´riquement a` ωc, mesure de (A1h, φ
1
e). En pointille´, le signal de positionnement
optique.
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Fig. 3.15 – Longitude et colatitude de l’axe de rotation solide de´termine´es par
une visualisation directe et par une mesure de pression. α = 25 ◦ et ωc = 300
re´v/min, pre´cession re´trograde. Pour tous les points de mesure, l’e´coulement est
domine´ par une rotation solide (figure 3.6).
re´v/min. (figure 3.15)
En effectuant des mesures de pression pour des vitesses de rotation de la table
pour lesquelles nous avions perdu la signature de l’axe de rotation du fluide en
utilisant des billes de ce´ramique, nous avons pu mettre en e´vidence un compor-
tement singulier de la direction de l’axe de rotation solide du fluide autour de
Ωp = −5.5 re´v/min. (figure 3.16).
Nous avons ensuite effectue´ des mesures pour diffe´rentes vitesses de rotation
du cylindre (figure 3.17). Dans chaque cas, nous avons observe´ un re´gime corres-
pondant a` des faibles longitudes jusqu’a` une valeur critique du taux de pre´cession.
Pour cette valeur il apparaˆıt une brusque variation de la direction de l’axe de ro-
tation solide; nous atteignons alors un deuxie`me re´gime de rotation solide pour
lequel l’axe tend a` eˆtre antiparalle`le au vecteur pre´cession.
3.3.3 Discussion
Nous proposons de discuter l’ensemble de nos re´sultats en nous appuyant sur
l’e´tude asymptotique de Busse (Busse 1968[2]). Nous pre´sentons dans l’annexe A1
les grandes lignes de cette e´tude qui nous sont utiles pour discuter les re´sultats
que nous avons obtenus. Nous avons reporte´ sur la figure (3.18) les directions de
l’axe de rotation solide du fluide de´duites des mesures de pression ainsi que les
2 branches de solutions stables pre´dites par l’approche asymptotique de Busse
(Annexe A1).
La valeur pour laquelle nous observons une variation brusque de la direction de
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Fig. 3.16 – Direction de l’axe de rotation solide de´termine´e par mesure de pres-
sion. α = 25 ◦ et ωc = 300 re´v/min, pre´cession re´trograde.
l’axe correspond dans tous les cas a` la limite Ωp(2) (Annexe A1) pour laquelle les
solutions de la branche 1 n’existent plus. Jusqu’a` ce taux critique de pre´cession les
longitudes et latitudes pre´dites par l’e´tude line´aire de Busse nous permettent de
rendre compte quantitativement de nos observations pour des vitesses de rotation
du cylindre supe´rieures a` 100 re´v/min.
Au dela` de cette valeur suivant les cas nous obtenons un accord quantita-
tif plus ou moins bon entre nos observations et les pre´dictions analytiques, en
particulier autour de la zone de transition. D’apre`s nos observations directes de
l’axe de rotation solide il existe au dela` de Ωp(2) une composante secondaire dans
l’e´coulement suceptible de destabiliser la colonne de billes de ce´ramique (3.3.1),
comme nous le verrons par la suite, cela correspond a` un e´tat de turbulence de´-
veloppe´e. La me´thode que nous utilisons ainsi que l’e´tude asymptotique de Busse
suppose que nous puissions de´crire l’e´coulement d’ordre 1 comme une rotation
solide. Le fait que cette hypothe`se soit viole´e pour |Ωp| > |Ωp(2)| peut expliquer
les e´carts que nous avons observe´s.
Comme nous l’avions fait remarquer dans la partie (3.3.1) si nous re´duisons le
taux de pre´cession en dessous de |Ωp(2)| nous retrouvons par visualisation directe
un axe de rotation compatible avec les solutions de la branche 1. Les solutions
de la branche 2, si elles existent entre Ωp(1) et Ωp(2) ne sont jamais se´lectionne´es
par le syste`me.
En faisant l’hypothe`se que pour |Ωp(1)| < |Ωp| < |Ωp(2)| les solutions de la
branche 2 sont me´tastables, a` l’image de certains changements d’e´tat en thermo-
dynamique, nous proposons que les instabilite´s que nous avons observe´es puissent
faire basculer l’axe de rotation solide vers une solution de plus grande stabilite´
(branche 1). Dans ces conditions nous ne pourrions observer ces solutions me´ta-
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Fig. 3.17 – De´termination de la direction de l’axe de rotation du fluide en fonction
du taux de pre´cession pour diffe´rentes vitesses de rotation du conteneur par une
mesure de pression, pre´cession re´trograde. α = 20 ◦, a,b)ωc = 100 re´v/min,
c,d)ωc = 150 re´v/min, e,f)ωc = 300 re´v/min.
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Fig. 3.18 – Comparaison des directions de l’axe de rotation solide du fluide obte-
nues par une mesure de pression avec celles de´duites de l’approche asymptotique
de Busse (Busse 1968[2]). α = 20 ◦, a,b)ωc = 100 re´v/min, c,d)ωc = 150 re´v/min,
e,f)ωc = 300 re´v/min.
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Fig. 3.19 – Diagramme de phase (Ωp, ωc) caracte´risant la transition des solutions
de la branche 1 (⋆) vers celles de la branche 2 (◦). Les lignes repre´sentent les
limites Ωp(1) (− · −)
¯
et Ωp(2) (−) de´duites de l’approche asymptotique de Busse
(Annexe A1)
stables que pour des syste`mes pour lesquels l’e´coulement reste laminaire au dela`
de Ωp(2). Comme nous allons le voir par la suite, nous n’avons jamais observe´
cette situation dans nos expe´riences. Nous voyons qu’il est alors fondamental de
pouvoir caracte´riser la transition vers la turbulence dans un tel syste`me afin de
voir s’il existe une gamme de parame`tres pour laquelle l’e´coulement reste lami-
naire pour |Ωp| > |Ωp(2)|. Si une telle situation n’existe pas alors l’hypothe`se faite
par Busse selon laquelle l’e´coulement est domine´ par une rotation solide n’est plus
ve´rifie´e et la de´termination de l’axe par une approche line´aire en volume n’est plus
justifie´e.
Nous avons regroupe´ l’ensemble de ces re´sultats sur un diagramme de phase
(Ωp, ωc) (figure 3.19). Nous avons de´fini les solutions de la branche 2 par φ > 75
◦ et celles de la branche 1 par φ < 30 ◦. Les limites Ωp(1),Ωp(2) ont e´te´ obtenues
nme´riquement a` partir des re´sultats de l’approche asymptotique de Busse. Il est
important de noter ici que le comportement rectiligne des limites Ωp(1) et Ωp(2)
n’a de sens que dans la gamme restreinte des parame`tres correspondant a` nos
expe´riences.
118 Approche expe´rimentale de la pre´cession. (CICERON)
3.4 Etude de l’e´coulement secondaire
Comme nous venons de le voir a` travers la de´termination du vecteur rota-
tion solide du fluide il existe un taux de pre´cession critique auquel est associe´ un
changement brusque de la direction de l’axe de rotation en bloc qui semble corres-
pondre a` un changement dans la dynamique de l’e´coulement. Afin de caracte´riser
la nature de l’e´coulement qui se superpose a` la rotation solide nous avons cherche´
a` mettre en e´vidence les zones de cisaillement en volume par une me´thode de
visualisation directe utilisant des paillettes re´fle´chissantes.
3.4.1 Principe de la me´thode.
Le principe de la me´thode que nous avons utilise´e est similaire a` celui pre´sente´
dans Vanyo et al. 1995 ([42]).
Apre`s avoir obtenu par me´lange une suspension la plus homoge`ne possible
de particules re´fle´chissantes dans l’ensemble du volume fluide, nous e´clairons une
tranche de fluide contenant l’axe du cylindre et l’axe de rotation solide du fluide
(figure 3.20 ), nous nous sommes appuye´s sur la de´termination de la direction
de l’axe pre´sente´e plus haut pour positionner le syste`me. Le syste`me est d’abord
mis en rotation rapide. Lorsque le fluide tourne en bloc avec le cylindre (temps
de spinup∼ E1/2ω−1c ), la table de pre´cession est mise en rotation. Apre`s plusieurs
temps de spinup nous prenons des photos pour diffe´rentes orientations de l’appa-
reil par rapport a` la tranche de lumie`re. De cette manie`re, nous pouvons obtenir
une image des cisaillements sur l’ensemble du plan lumineux, ce qui ne serait pas
le cas si nous nous e´tions limite´s a` des prises de vue a` 90 ◦ de la tranche lumineuse
en raison des aberrations optiques associe´es au dioptre cylindrique.
3.4.2 Dispositif expe´rimental.
Nous avons obtenu une tranche de lumie`re en coupant l’e´clair d’un flash de
forte puissance a` l’aide d’une fente me´tallique de quelques millime`tres. La largeur
effective de la tranche lumineuse dans l’ensemble du volume fluide est de l’ordre
de 0.5 a` 1 cm. La source de lumie`re est monte´e sur la croix me´tallique a` la place
du laser que nous avions utilise´ pour visualiser l’axe de rotation solide du fluide
(figure 3.20).
Nous avons re´alise´ la suspension de particules re´fle´chissantes en utilisant de
l’AQ1000 2. Nous avons teste´ l’influence de la concentration sur le rendu des
images, une faible quantite´ (qqs ml) suffit a` obtenir un contraste de lumino-
site´ suffisant autour des zones de cisaillement pour pouvoir faire des photos. La
2. KALLIROSCOPE Corporation, 264 main street P.O Box 60. GROTON. MASSACHU-
SETTS 01450 USA. tel: 617-448-6302.
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Fig. 3.20 – Syste`me d’e´clairage par tranche lumineuse.
densite´ des particules e´tant proche de celle de l’eau nous obtenons apre`s me´lange
une suspension homoge`ne stable sur plusieurs heures.
3.4.3 Re´sultats.
3.4.3.1 Pre´cession prograde:
1. Pour α < 30 ◦, ωc > 100 re´v/min, quelque soit le taux de pre´cession nous
observons un re´gime laminaire constitue´ de structures ge´ostrophiques (figure
3.21).
2. Pour α = 33 ◦, ωc = 50 re´v/min et Ωp > 2 re´v/min nous observons prin-
cipalement une instabilite´ bidimensionnelle affectant une grande partie du
volume (figure 3.23, b).
Les faibles forc¸ages, un e´coulement essentiellement laminaire:
Sur l’ensemble des expe´riences que nous avons re´alise´es, le re´gime laminaire
en pre´cession prograde se caracte´rise principalement par trois zones de cisaille-
ment en volume aligne´es avec l’axe de rotation solide du fluide. Nous pouvons
e´galement observer en bas a` gauche de la figure (3.21, c) la base d’une struc-
ture cisaillante que nous ne pouvons identifier clairement qu’en nous plac¸ant a` un
angle entre la tranche lumineuse et l’appareil photo inferieur a` 60-70 ◦, ceci est
lie´ a` la de´formation optique associe´e au dioptre cylindrique (Annexe C).
En changeant l’orientation de la tranche lumineuse nous avons pu retrouver
qu’il s’agissait de structures axisyme´triques par rapport a` l’axe de rotation solide
du fluide. Nous pouvons de´crire cet e´coulement secondaire comme un ensemble
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de cylindres ge´ostrophiques paralle`les a` l’axe de rotation emboite´s les uns dans
les autres. Les vitesses angulaires diffe´rentielles entre ces cylindres se manifestent
a` travers les zones de cisaillement mises en e´vidence par les paillettes. Pour une
vitesse de rotation du conteneur fixe´e nous observons des structures de plus en plus
marque´es dans l’ensemble du volume (figure 3.21,a,b,c), le nombre de structures
ge´ostrophiques semble constant au dela` de Ωp = +3 re´v/min. Nous avons compare´
les distances relatives entre l’axe de rotation solide du fluide et les diffe´rents
cisaillements. Nous pouvons observer que la position des structures par rapport a`
l’axe du fluide ne de´pend pas du taux de pre´cession (figure 3.22). En accord avec
nos observations de l’axe de rotation solide nous retrouvons que plus le taux de
pre´cession est grand et plus l’axe du fluide est incline´ par rapport a` celui de la
coquille.
Nous notons e´galement la pre´sence d’une instabilite´ le long de l’axe de rotation
solide du fluide a` partir de Ωp = 5 re´v/min (figure 3.21,b,c). Cette structure ondu-
le´e stationnaire persiste meˆme apre`s plusieurs heures de rotation sans qu’aucune
instabilite´ dans l’ensemble du volume n’apparaisse. En particulier les cisaille-
ments ge´ostrophiques ne semblent pratiquement pas affecte´s par cette distorsion
de l’axe.
L’e´le´ment qu’il nous semble important de noter ici est qu’en re´gime laminaire,
quelque soit le taux de pre´cession, nous observons toujours des structures ge´ostro-
phiques de grande e´chelle. En aucun cas nous n’avons mis en e´vidence des zones
de cisaillement incline´es pouvant eˆtre associe´es aux ondes inertielles de´crites dans
le chapitre II.
Le cas des forc¸ages importants:
α = 33 ◦, ωc = 50 re´v/min, nous observons, pour Ωp > 2 re´v/min, une instabi-
lite´ dans la partie centrale du volume (figure 3.23, b). Cette instabilite´ se traduit
par une ondulation des structures ge´ostrophiques (figure 3.23, b). Nous notons un
battement de cette structure perpendiculairement a` sa direction principale que
nous ne pouvons pas mettre en e´vidence sur les photos.
Nous n’avons pas observe´ de transition d’un e´tat purement laminaire vers un
re´gime d’instabilite´s, la perturbation localise´e autour de l’axe de rotation pour des
forc¸ages faibles semble s’e´tendre progressivement des structures les plus internes
vers les plus externes (3.23). Ces observations sont assez proches de ce que Malkus
avait de´crit comme une !!wavelike instability"" dans son expe´rience de 1968 (voir
chapitre d’introduction, section !!Les observations expe´rimentales"").
Nous notons e´galement la pre´sence de structures en !!filaments"" entre la partie
cisaillante la plus externe (que nous ne pouvons pas distinguer sur les photos) et
la paroi du conteneur.
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(a) 3 rev/min (b) 7 rev/min
(c) 10 rev/min
Fig. 3.21 – Zones de cisaillement ge´ostrophiques caracte´rise´es par la me´thode des
paillettes re´fle´chissantes. α = 20 ◦, ωc = 300 re´v/min, pre´cession prograde, a)
Ωp = 3 re´v/min, b) Ωp = 7 re´v/min, c) Ωp = 10 re´v/min. L’appareil photo est
situe´ ∼ 90 ◦ de la tranche lumineuse.
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Fig. 3.22 – Nous avons de´fini l’axe de rotation du fluide comme e´tant la droite
passant par le centre de la cavite´ paralle`le aux structures cisaillantes. En raison
du dioptre cylindrique d’une part et de la de´formation lie´e au syste`me optique de
l’appareil photo d’autre part, nous avons utilise´ une longueur caracte´ristique L
identique sur les deux cliche´s pour effectuer des mesures relatives de la position
des structures cisaillantes. Nous voyons sur cette figure que les cisaillements ge´o-
strophiques sont situe´s a` la meˆme distance de l’axe de rotation solide du fluide
pour deux taux de pre´cession diffe´rents. α = 20 ◦, ωc = 300 re´v/min, pre´cession
prograde.
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(a) (b)
Fig. 3.23 – Comparaison entre la distorsion de l’axe observe´ en pre´cession pro-
grade pour a) α = 20 ◦, ωc = 300 re´v/min, Ωp = 10 re´v/min, b) α = 33 ◦, ωc = 50
re´v/min, Ωp = 5 re´v/min. En pointille´ une structure de cisaillement qui pour un
faible forc¸age (a) n’est pas de´forme´e. Comme nous l’avons montre´ la distance a`
l’axe des cisaillements ge´ostrophiques ne de´pend pas du forc¸age, nous avons alors
reporte´ en pointille´ sur la photo (b) cette meˆme structure.
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3.4.3.2 Pre´cession re´trograde:
En pre´cession re´trograde nous retrouvons les re´sultats obtenus par Malkus
(1968[17]) et Vanyo et al. (1995[42]), a` savoir qu’il existe trois re´gimes d’e´cou-
lement secondaire se superposant a` la rotation solide (figure 3.24), un re´gime
laminaire ge´ostrophique (figure 3.24,a), un re´gime correspondant a` une premie`re
instabilite´ principalement bidimensionnelle (figure 3.24,b,c) et enfin un re´gime de
turbulence de´veloppe´e (figure 3.24,d). Ces trois types d’e´coulements apparaissent
successivement lorsque pour une vitesse de cylindre donne´e nous augmentons le
taux de pre´cession.
Le re´gime laminaire:
Le re´gime ge´ostrophique laminaire que nous observons en pre´cession re´tro-
grade (figure 3.24,a) est comparable a` celui que nous avons obtenu en pre´cession
prograde, si ce n’est que nous n’obtenons dans ce cas qu’une seule structure domi-
nante en volume au lieu de trois. En nous plac¸ant a` 45 ◦ de la tranche lumineuse
nous pouvons observer une zone de cisaillement ge´ostrophique supple´mentaire
dans la partie la plus externe du fluide (figure 3.25), toujours pour des raison de
de´formation lie´e au dioptre cylindrique cette structures n’est pas visible sur des
photos prises a` 90◦ de la tranche lumineuse.
Nous avons teste´ l’effet de la quantite´ de particules re´fle´chissantes sur le rendu
des images afin de voir si nous pouvions rendre compte de la diffe´rence entre les
re´gimes laminaires en pre´cession prograde et re´trograde. La vitesse du cylindre
e´tant fixe´e nous avons fait varier le taux de pre´cession. La figure (3.26) illustre
les re´sultats que nous avons obtenus avec 1ml, 2ml, 3ml d’AQ1000. Une grande
partie des structures assez fines visibles avec 1ml de solution d’AQ1000 dispa-
raissent lorsque nous augmentons la concentration de particules re´fle´chissantes.
Nous n’obtenons jamais une image du cisaillement comparable a` ce que nous
avions pu observer en pre´cession prograde. La diffe´rence entre les re´gimes lami-
naires (Ωp > 0 et Ωp < 0) correspondrait-elle a` deux structures diffe´rentes du
cisaillement axisyme´trique en volume?
L’instabilite´ bidimensionnelle:
L’instabilite´ 2D (figure 3.24,b,c) que nous observons en augmentant le taux
de pre´cession se caracte´rise par des structures fines allonge´es paralle`les a` l’axe de
rotation du fluide. Cette instabilite´ semble apparaˆıtre d’abord dans les zones de
cisaillement laminaires (figure 3.27) puis dans l’ensemble du fluide lorsque nous
augmentons le taux de pre´cession (figure 3.24,c). Nous n’avons pas pu a` partir des
cliche´s de´terminer la ge´ome´trie comple`te de ces structures, il peut s’agir encore
une fois de cylindres imbrique´s les uns dans les autres ou bien de structures
en filaments pour lesquelles les longueurs d’ondes radiales que nous observons
sont repre´sentatives de la de´pendance en φ. Il s’agirait alors de colonnes aligne´es
suivant la direction de l’axe de rotation solide du fluide. La figure (3.27) semble
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(a) -3 rev/min (b) -4.94 rev/min
(c) -5.43 rev/min (d) -7 rev/min
Fig. 3.24 – Diffe´rents re´gimes d’e´coulement secondaire observe´s en pre´cession
re´trograde. α = 20 ◦, ωc = 300 re´v/min. a) Ωp = −3 re´v/min: e´coulement lami-
naire, b) Ωp = −4.94 re´v/min: instabilite´ 2D autour des structures laminaires,
c) Ωp = −5.43 re´v/min: instabilite´ bidimensionnelle ge´ne´ralise´e a` l’ensemble du
volume, d) Ωp = −7 re´v/min: turbulence de´veloppe´e.
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Fig. 3.25 – Visualisation de la zone de cisaillement la plus externe en re´gime
laminaire. α = 20 ◦, ωc = 300 re´v/min, Ωp = −3 re´v/min. L’appareil photo est
place´ a` 45 ◦ de la tranche lumineuse.
montrer une dissyme´trie des structures de part et d’autre de l’axe de rotation
dans la partie centrale du fluide. La lumie`re provenant de la gauche sur ce cliche´,
nous pensons qu’il peut s’agir d’un arte´fact lie´ a` la diminution de la luminosite´
dans la partie la plus e´loigne´e de la source.
En plus de cette instabilite´ il apparaˆıt une zone de cisaillement ondule´e sur
l’axe de rotation solide du fluide semblable a` celle que nous avions observe´e en
pre´cession prograde.
Le re´gime de turbulence de´veloppe´e:
Le re´gime de turbulence de´veloppe´e (figure 3.24, d) apparaˆıt syste´matique-
ment apre`s le changement brusque de direction de l’axe de rotation solide du
fluide. Bien que nous puissions distinguer dans certains cas une direction privile´-
gie´e des zones claires et sombres dans le plan de la tranche lumineuse, il semble
que ce re´gime correspond plutoˆt a` un e´coulement 3D se superposant a` la rotation
solide. La technique des paillettes ne nous permet pas de caracte´riser ce type
d’e´coulements dans la mesure ou` ils n’impliquent pas de cisaillements station-
naires a` grande e´chelle facilement identifiables avec les paillettes. En particulier
il est assez difficile d’obtenir des images contraste´es mettant en e´vidence l’aspect
tridimensionnel de cet e´coulement secondaire. La gamme de parame`tres pour la-
quelle nous observons ce re´gime correspond a` celle ou` la colonne de billes de
ce´ramique devient instable (3.3.1).
Nous avons reporte´ sur le diagramme de phase (3.28) l’ensemble de nos ob-
servations correspondant a` une serie d’expe´riences faites pour un angle α = 25 ◦.
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(a) 1 ml (b) 2 ml
(c) 3 ml
Fig. 3.26 – Test de l’influence de la quantite´ de paillettes en suspension sur la
caracte´risation des zones de cisaillements en volume. α = 20 ◦, ωc = 300 re´v/min,
Ωp = −3 re´v/min. L’appareil photo est place´ a` 90 ◦ de la tranche lumineuse. a)
1ml d’AQ1000, b) 2ml d’AQ1000, c) 3ml d’AQ1000.
128 Approche expe´rimentale de la pre´cession. (CICERON)
Fig. 3.27 – De´stabilisation de la structure cisaillante ge´ostrophique laminaire.
α = 20 ◦, ωc = 150 re´v/min, Ωp = −2.5 re´v/min. Nous voyons sur la vue d’en-
semble des structures en !!filaments"" autour des zones de cisaillement externes.
Le grossissement de la partie encadre´e met en e´vidence une structure laminaire
(les particules sont re´gulie`rement re´parties sur toutes la structure) et un cisaille-
ment plus externe qui semble avoir une structure interne en !!filaments"". Ceci
sugge`re que cette instabilite´ serait dans un premier temps localise´e sur la zone de
cisaillement majeure de l’e´coulement laminaire.
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Fig. 3.28 – Diagramme de phase (ωc,Ωp) regroupant les observations faites par
une me´thode des paillettes pour α = 25 ◦. Les lignes sont les limites Ωp(1)
(− ·−)
¯
et Ωp(2) (−) de´duites de l’approche asymptotique de Busse (Annexe A1).
Notons que lors de l’e´tude de la direction de l’axe de rotation du fluide nous
avions observe´ une variation brutale de la longitude et de la colatitude autour de
la limite Ωp(2) (−) uniquement.
3.4.4 Discussion.
3.4.4.1 Le re´gime laminaire:
Nous interpre´tons le cisaillement ge´ostrophique le plus externe, visible uni-
quement lorsque nous nous plac¸ons a` un angle infe´rieur a` 60− 70◦, comme celui
pre´dit analytiquement par Busse (1968[2]) (en s/R = 0.86 ) et pour lequel nous
avons propose´ dans le chapitre II un me´canisme physique pour une viscosite´ fi-
nie. L’existence d’autres structures ge´ostrophiques en volume reste une question
ouverte, en particulier la diffe´rence que nous observons entre pre´cession prograde
et re´trograde pour ce re´gime est surprenante.
Nous avons cherche´ a` savoir si la structure de cisaillement dominante sur les
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cliche´s pris a` 90◦ de la tranche lumineuse en pre´cession re´trograde correspon-
dait a` un des cisaillements ge´ostrophiques du re´gime de pre´cession prograde.
Pour cela nous avons mesure´ sur les photos, le rayon cylindrique correspon-
dant a` cette structure en pre´cession re´trograde puis nous avons cherche´ si sur
les images obtenues en pre´cession prograde nous pouvions trouver un cisaille-
ment ayant une position et une taille e´quivalente (figure 3.29). Pour une posi-
tion fixe de l’appareil photo par rapport a` la tranche lumineuse, le grandisse-
ment optique est le meˆme pour les deux cliche´s, nous pouvons donc effectue´ des
mesures relatives du rayon cylindrique sans nous pre´occuper du facteur ge´ome´-
trique associe´ a` la prise de vue. Nous avions remarque´ en pre´cession prograde
que la position des cylindres par rapport a` l’axe de rotation du fluide ne sem-
blait pas de´pendre du taux de pre´cession, nous avons donc choisi de compa-
rer deux photos qui semblent repre´sentatives du re´gime laminaire pour les deux
sens de rotation de la table tournante pour le meˆme nombre d’Ekman (la vi-
tesse de rotation du conteneur), a` savoir (ωc = 300 rev/min, Ωp = +7 rev/min)
et (ωc = 300 rev/min, Ωp = −3 rev/min). Il apparaˆıt une correspondance (en po-
sition et en taille) entre les deux structures laminaires les plus externes (sur les
cliche´s pris a` 90◦ de la tranche lumineuse) en re´gime prograde et re´trograde. Pour
cette structure particulie`re, non seulement sa position et sa taille carcte´ristique
ne de´pendent pas du taux de pre´cession (voir description du re´gime laminaire en
prograde), mais elles ne de´pendent pas non plus du sens de rotation de la table.
Pourquoi le reste du volume devrait-il se comporter diffe´remment? Si nous re-
gardons attentivement la photo (3.25) nous voyons qu’en plus des deux cylindres
les plus marque´s, il existe une structure e´vanescente assez fine plus interne en
volume. Cette photo a e´te´ prise lors de la meˆme expe´rience que le cliche´s (3.24, a)
sur lequel elle n’apparait pas. Entre ces deux images seule la position de l’appareil
par rapport a` la tranche lumineuse a change´, ceci nous montre la difficulte´ qu’il
peut y avoir a interpre´ter ce type de donne´es. Nous ne pouvons donc pas tirer de
conclusion quant a` la diffe´rence que nous observons entre les deux re´gimes lami-
naires en pre´cession prograde et re´trograde. Il n’est pas certains que la structure
radiale du cisaillement soit diffe´rente en pre´cession prograde et re´trograde.
Nous avons e´galement reporte´ sur ces cliche´s la zone de cisaillement ge´ostro-
phique pre´dite the´oriquement (Busse 1968[2]) en utilisant les lois de de´formation
du dioptre cylindrique pre´sente´s en annexe (C). Contrairement a` ce a` quoi nous
pouvions nous attendre elle ne correspond a` aucune structure claire. Ceci pose la
question de savoir a` quoi correspond une bande blanche sur les images. En l’ab-
sence de pre´cession apre`s plusieurs temps de spinup, le fluide n’est anime´ que d’un
mouvement de rotation en bloc avec le conteneur, il n’y a donc pas de cisaillement
dans le syste`me. Nous avons pu alors observer sur les cliche´s que l’ensemble du
volume e´tait sombre. Ceci tend a` montrer que les structure sombres correspondent
a` une zone de faible cisaillement par oposition aux structures claires.
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Fig. 3.29 – Comparaison entre le cisaillement ge´ostrophique en re´gime de pre´-
cession prograde et re´trograde.
Nous avons de´fini l’axe de rotation du fluide comme e´tant la droite passant par
le centre de la cavite´ paralle`le aux structures cisaillantes. En raison du dioptre
cylindrique d’une part et de la de´formation lie´e au syste`me optique de l’appareil
photo d’autre part, nous avons utilise´ une longueur caracte´ristique L identique sur
les deux cliche´s pour effectuer des mesures relatives de la position et de la taille des
structures cisaillantes ge´ostrophiques. Nous voyons d’apre`s les images qu’il existe
une correspondance (en position et en taille) entre les deux structures laminaires
situe´es a` 0.7 ∗L en re´gime prograde et re´trograde. Nous avons fait figurer sur ces
images la zone de cisaillement ge´ostrophique pre´dite the´oriquement.
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Nous voyons ici la ne´cessite´ de de´velopper d’une part une me´thode quantitative
permettant d’acce´der a` l’e´coulement ge´ostrophique dans les expe´riences, d’autre
part des expe´riences simples pour lesquelles nous pourrions interpre´ter simple les
structures de bandes mise en e´vidence par des paillettes re´fle´chissantes.
Que ce soit en pre´cession prograde ou re´trograde, nous n’avons jamais observe´
de structure cisaillante incline´e pouvant eˆtre associe´e aux ondes inertielles de´crites
comme la re´ponse line´aire se superposant a` la rotation solide.
Dans le chapitre II, nous avons montre´ que les vitesses paralle`les aux surfaces
caracte´ristiques incline´es a` 30 ◦ e´taient proportionnelles a` εE1/5 et que celles
associe´es a` la re´ponse non-line´aire ge´ostrophique du fluide se mettaient a` l’e´chelle
en ε2E−3/10 . L’ellipticite´ restant petite dans notre expe´rience devant la taille
caracte´ristique des zones de cisaillement (∝ E1/5 ), nous pouvons comme nous
l’avons propose´ dans la discussion du chapitre II utiliser les re´sultats nume´riques
obtenus dans la sphe`re pour estimer le rapport entre le cisaillement associe´ aux
ondes inertielles et celui des cylindres ge´ostrophiques.
C = s
∂ (Uφ/s)
∂s
= −1
s
Uφ +
∂Uφ
∂s
. (3.27)
De´s que nous nous e´loignons de l’axe, seul le terme ∂Uφ
∂s
est important. Le rapport
entre le cisaillement inertiel et le cisaillement ge´ostrophique se rame`ne alors au
rapport des amplitudes des vitesses associe´es aux ondes inertielles a` celles asso-
cie´es aux mouvements ge´ostrophiques. Nous pouvons alors estimer le rapport des
cisaillements a` partir des re´sultats nume´riques par: U inertielleφ
Ugeostrophiqueφ

exp
=
 U inertielleφ
Ugeostrophiqueφ

num
εexp E1/2exp
εnum E
1/2
num
(3.28)
Ou` les indices !!exp"" et !!num"" font refe´rence respectivement a` l’expe´rience et au
calcul nume´rique.
Pour estimer l’amplitude de l’e´coulement de couche limite εexp dans l’expe´-
rience avons utilise´ la relation entre la colatitude et ε de´coulant de l’approche
asymptotique de Busse (1968[2]).
ε =
∣∣∣∣ω − ωcωc
∣∣∣∣ , (3.29)
ω · ωc = ω2 (3.30)
nous en de´duisons
sin2(θ) = ε2. (3.31)
En utilisant les re´sultats nume´riques (γ = 0.1, E = 10−6 ) dans le cas de la sphe`re,
nous avons estime´ le rapport (3.28) pour diffe´rentes valeurs des parame`tres (ωc, Ωp
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ωc(re´v/min) Ωp(re´v/min ) U inertielleφ /U
geostrophique
φ
100 -1 0.98
-3 0.3643
150 -1 1.2
-2 0.4778
300 -2 1.15
-5 0.3375
Tab. 3.2 – Rapport (3.28) entre l’amplitude des ondes inertielles et l’amplitude
de l’e´coulement ge´ostrophique dans les expe´riences a` partir du calcul nume´rique
obtenu dans la sphe`re pour (γ = 0.1, E = 10−6 ).
) (table 3.2 ). Sur l’ensemble des expe´riences pour lesquelles nous observons un
re´gime laminaire, l’amplitude des ondes inertielles ainsi obtenue est du meˆme
ordre de grandeur que l’amplitude de l’e´coulement ge´ostrophique. Or nous ne les
avons jamais observe´es en utilisant les paillettes re´fle´chissantes.
Il existe cependant d’un point vue dynamique une diffe´rence fondamentale
entre ces deux types de mouvements:
Si les cisaillements ge´ostrophiques sont des structures stationnaires dans le
re´fe´rentiel en rotation solide, il n’en est pas de meˆme pour les ondes inertielles.
En effet pour une paillette situe´e dans le re´fe´rentiel tournant du fluide, les ondes
inertielles apparaissent comme un cisaillement de fre´quence ωc. Nous sugge´rons
que la me´thode simple des paillettes ne soit pas la plus adapte´e a` la visualisation
de ce type de structures oscillantes. D’autres me´thodes peuvent eˆtre envisage´es
pour essayer d’identifier cet e´coulement, s’il existe. Nous aborderons ce point en
conclusion ge´ne´rale de ce travail.
3.4.4.2 Les instabilite´s:
La turbulence en pre´cession re´trograde, une instabilite´ de cisaillement?
Comme nous l’avons vu dans la section (3.3.2), il existe en pre´cession re´trograde
un changement brusque de la direction de l’axe de rotation solide du fluide. Nous
avons cherche´ a` savoir si ce phe´nome`ne e´tait e´galement associe´ a` l’une ou l’autre
des instabilite´s que nous observons en pre´cession re´trograde. Pour cela nous avons
reporte´ sur les diagrammes de colatitude en fonction de Ωp, les diffe´rents re´gimes
que nous avons pu observer (figure 3.30).
Le fait que nous observions la premie`re instabilite´ avant et apre`s le saut
brusque de l’axe de rotation solide nous montre que le me´canisme physique, encore
non identife´, responsable de ce changement brusque de direction n’est probable-
ment pas a` l’origine de cette premie`re bifurcation.
La comparaison entre la colatitude de l’axe du fluide et les diffe´rents re´gimes
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Fig. 3.30 – Comparaison entre l’e´volution de la colatitude de l’axe de rotation so-
lide et les diffe´rents re´gimes observe´s en utilisant des paillettes re´fle´chissantes en
suspension dans le fluide. α = 20 ◦, a)ωc = 100 re´v/min, b) ωc = 150 re´v/min,c)
ωc = 300 re´v/min.
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observe´s (figure 3.30) sugge`re qu’il existe pour chaque vitesse de rotation du
cylindre une premie`re valeur critique du taux de pre´cession correspondant a` l’ap-
parition de l’instabilite´ bidimensionnelle et une seconde associe´e a` la turbulence
de´veloppe´e. A ces taux critiques de pre´cession correspondent des colatitudes
critiques θc, que nous de´duisons des diagrammes (3.18). Nous pouvons alors in-
voquer des effets visqueux et/ou des effets lie´s a` la forme ellipsoı¨dale du conteneur
pour tenter d’expliquer l’origine de nos observations. Dans un cas comme dans
l’autre c’est l’e´cart entre la direction de rotation solide du fluide et la coquille qui
joue un roˆle important. En effet, plus l’axe du fluide est incline´ par rapport a` celui
de la coquille et plus le cisaillement de couche limite ε sera grand, donc plus le ci-
saillement localise´ sur les structures ge´ostrophiques sera important. D’autre part
l’e´coulement, en particulier ses composantes ge´ostrophiques, sera d’autant plus
perturbe´ par la ge´ome´trie du conteur que son axe de syme´trie (axe de rotation
solide du fluide) diffe`re de celui du conteneur
(
kˆc
)
.
L’existence d’une colatitude critique θc est d’apre`s (3.31) e´quivalente a` celle
d’une amplitude critique εc de l’e´coulement de couche limite. Cette hypothe`se
selon laquelle le parame`tre permettant de caracte´riser cette premie`re bifurcation
est θc (ou εc) est compatible avec le fait que nous n’observions pas d’instabilite´
en pre´cession prograde pour α = 20 ◦. En nous appuyant sur la formulation ana-
lytique de Busse, nous avons reporte´ sur la figure (3.31) les colatitudes critiques
correspondant aux taux de pre´cession critiques observe´s expe´rimentalement pour
α = 20 ◦. Nous obtenons que pour les vitesses de rotation prograde de la table
accessibles dans cette expe´rience, les colatitudes pre´dites analytiquement sont
toujours infe´rieures a` la valeur critique. Ceci expliquerait donc l’absence de tur-
bulence bidimensionnelle pour un angle α = 20 ◦ en pre´cession prograde.
Comme nous l’avons fait remarquer l’instabilite´ bidimensionnelle semble ap-
paraˆıtre dans un premier temps dans les zones de cisaillement les plus externes
puis dans la structure cisaillante en volume (figures 3.27, 3.24, b, c). La vitesse
azimutale dans la structure ge´ostrophique en s/R = 0.86 se mettant a` l’echelle
en ε2E−3/10 (Chapitre II), nous proposons d’interpre´ter la premie`re bifurcation
observe´e en pre´cession re´trograde comme une de´stabilisation des structures ge´o-
strophiques laminaires lorsque la vitesse associe´e a` ces cisaillements atteint une
valeur critique:
Uφ ∝ ε2cE−3/10. (3.32)
Nous pouvons ainsi construire un nombre de Reynolds associe´ a` cette transition.
Ce nombre mesure le rapport des effets non line´aires, donc du terme advectif dans
l’e´quation du mouvement, aux effets visqueux. Il est de´fini par
Re = UL/ν,
ou` U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caracte´ristiques du
syste`me. D’apre`s nos re´sultats nume´riques (Chapitre II) la taille caracte´ristique
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Fig. 3.31 – α = 20 ◦. En reportant les taux de pre´cession critiques correspondant
a` la premie`re bifurcation sur les courbes analytiques de colatitude de´duites de l’ap-
proche asymptotique de Busse (1968[2]), nous avons compare´ les θc correspondant
a` la premie`re bifurcation en pre´cession re´trograde aux valeurs the´oriquement ac-
ce´ssibles en pre´cession prograde. Nous obtenons que pour les vitesses de rotation
prograde de la table comprise entre 0 et +10 re´v/min, les colatitudes pre´dites ana-
lytiquement sont toujours infe´rieures a` la valeur critique. Ceci expliquerait donc
l’absence de turbulence bidimensionnelle pour un angle α = 20 ◦ en pre´cession
prograde.
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ωc (re´v/min) Re
150 (3± 1) 103
300 (3± 1) 103
Tab. 3.3 – Nombre de Reynolds caracte´risant la premie`re bifurcation en pre´ces-
sion re´trograde.
des structures cisaillantes se met a` l’e´chelle en E1/5. Comme pre´ce´demment nous
avons utilise´ les re´sultats nume´riques (γ = 0.1, E = 10−6 ) pour estimer les
vitesses azimutales associe´es aux structures ge´ostrophiques:
U = Rωc
(
(Uφ)num
εnumE
−3/10
num
εexpE
−3/10
exp
)
= 7.10−3Rωc εexpE
−3/10
exp , (3.33)
L = R
(
δSnum
E
1/5
num
)
E1/5exp = 1.92R E
1/5
exp . (3.34)
Ou` δSnum est la taille caracte´ristique sur laquelle se fait le cisaillement ge´ostro-
phique, nous avons utilise´ la valeur donne´e dans la table (2) de l’article du chapitre
II.
Re = 1.3 10
−2ε2expE
−11/10
exp . (3.35)
Si nous avons pu observer cette premie`re bifurcation sur un nombre de points
(Ωp, ωc) raisonnables (figure 3.31), nous ne disposons en revanche que de trois
expe´riences au cours desquelles nous avons effectue´ une de´termination de la di-
rection de l’axe de rotation solide autour de cette premie`re bifurcation (α =
20◦, ωc = 100, 150, 300 re´v/min). Nous n’avons observe´ ce re´gime de trubulence
bidimensionnelle que pour les deux dernie`res. Pour ωc = 100 re´v/min il est pro-
bable que ce re´gime, s’il existe, correspond a` une plage tre`s re´duite de taux de
pre´cession, infe´rieure a` la pre´cision avec laquelle nous pouvons ajuster la vitesse
de rotation de la table tournante. Ceci peut alors expliquer que nous ayons ob-
serve´ directement une transition du re´gime laminaire vers le re´gime de turbulence
de´veloppe´e.
A partir des deux expe´riences a` 150 et 300 re´v/min nous avons calcule´ les
nombres de Reynolds en utilisant la relation (3.31) pour de´terminer ε (table 3.3).
L’erreur de l’ordre de 5◦ que nous faisons sur la de´termination de la colatitude
introduit une erreur relative sur le nombre de Reynolds d’environ 30%. Il est
difficile de tirer une conclusion quant a` ce re´sultat avec simplement 2 observations,
une e´tude sur une plus large gamme de vitesses de rotation de la coquille et
d’angle α est ne´cessaire. Il semble ne´anmoins que la valeur critique du nombre de
Reynolds que nous obtenons ne de´pend pas de la vitesse de rotation du cylindre
et donc du nombre d’Ekman.
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Une telle hypothe`se sugge`re que l’ellipticite´ et l’angle dont nous inclinons
l’axe de la coquille par rapport a` l’axe de pre´cession ne jouent un roˆle que dans la
de´termination de la rotation solide du fluide et donc dans l’amplitude de l’e´cou-
lement ge´ostrophique, ce serait alors les effets visqueux qui sont a` l’origine de la
de´stabilisation des structures laminaires.
La seconde transition identifie´e en pre´cession re´trograde peut alors eˆtre de´-
crite soit comme une seconde bifurcation du syste`me de cylindres en rotation
diffe´rentielle soit comme une instabilite´ d’une autre nature pour laquelle l’ellip-
ticite´ pourrait jouer un roˆle beacoup plus direct. Dans les expe´riences que nous
avons effectue´es, lorsque pour une valeur critique du taux de pre´cession le syste`me
atteint le re´gime de turbulence de´veloppe´e nous n’avons pas observe´ de retour a` un
e´tat laminaire, meˆme apre`s plusieurs dizaines de minutes. Cette transition vers la
turbulence est en ce sens assez diffe´rente de celle des instabilite´s elliptiques de´ja`
observe´es expe´rimentalement (Malkus 1994[18], figure 3.32) pour lesquelles des
cycles d’hyste´re´sis sont mis en e´vidence.
La distorsion des structures ge´ostrophiques, un effet de l’ellipticite´?
La distorsion de l’axe de rotation solide et des structures ge´ostrophiques que nous
avons observe´e n’a pas encore fait l’objet d’une e´tude approfondie dans le cadre
de cette expe´rience. En comparant cette structure (3.23) avec les observations
de Malkus (1994[18]) lors d’une expe´rience au cours de laquelle il impose une
perturbation elliptique par de´formation de la paroi d’un cylindre en rotation
(figure 3.32), nous pouvons penser qu’il s’agit d’une perturbation induite par
l’ellipticite´ du conteneur. Kerswell (1993[13]), Seyed-Mahmoud et al. (2000[30]),
Kerswell (1999[15]), ont montre´ que ce type d’instabilite´s pouvait dans certaines
circonstances donner lieu a` des re´sonances entraˆınant alors une de´stabilisation
comple`te de l’e´coulement (figure 3.32, b). Nous interpre´tons donc cette distorsion
des strutures comme un effet du a` la seule forme ellipso¨ıdale du conteneur.
Comme nous l’avons mentionne´, l’axe constitue´ de billes de ce´ramique semble
pour de forts taux de pre´cession apparaˆıtre puis disparaˆıtre avec une certaine
re´gularite´. Malkus en 1989 (Malkus 1994[18]), a pu observer un phe´nome`ne com-
parable de croissance d’une instabilite´ suivi d’une turbulence de´vellope´e puis d’un
retour a` un e´tat laminaire s’accompagnant d’une nouvelle croissance (figure 3.32).
La similitude entre nos observations et celles rapporte´es par Malkus sugge`re que
nous puissions eˆtre en pre´sence d’une instabilite´ de type elliptique. Il est impor-
tant de noter ici que nous n’avons pas pu mettre en e´vidence un tel comportement
cyclique de la distorsion des structures avec des paillettes re´fle´chissantes en pre´ces-
sion prograde ou re´trograde. Les parame`tres (ωc, Ωp, α) pour lesquels nous avons
observe´ ce comportement oscillant de l’axe de rotation correspondent a` ce que
nous avons identifie´ comme des re´gimes de turbulence de´veloppe´e par la tech-
nique des paillettes. Il n’existe alors aucune structure de cisaillement a` grande
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e´chelle pouvant mettre en e´vidence une de´formation associe´e a` l’ellipticite´ du
conteneur. La seule structure de grande e´chelle qui persiste est la rotation solide
a` laquelle pre´cise´ment les billes de ce´ramique sont sensibles. Il est alors possible
que nous ayons la superposition de deux instabilite´s, l’une de cisaillement mise
en e´vidence par les paillettes l’autre due a` l’ellipticite´ et perceptible a` travers le
comportement des billes de ce´ramique. Cependant, contrairement aux paillettes,
les billes de ce´ramiques n’ont pas la meˆme densite´ que le liquide, quel est alors
le roˆle des forces d’Archime`de? Ceci pose la question de savoir si le caracte`re
cyclique que nous avons observe´ n’est pas un arte´fact lie´ aux traceurs que nous
avons utilise´. D’autres e´tudes nous paraissent ne´cessaires afin de pouvoir conclure
quant a` l’occurrence de ce phe´nome`ne.
3.5 Conclusion.
Nous avons propose´ dans ce chapitre une me´thode quantitative base´e sur la
mesure de la pression associe´e a` la rotation solide du fluide pour caracte´riser la
direction du vecteur ω.
En comparant la direction de l’axe de rotation du fluide de´duite des mesures
de pression avec une observation directe utilisant une suspension de billes de
ce´ramique nous avons pu !!valider"" cette technique dans une gamme de para-
me`tres pour laquelle l’e´coulement est laminaire. Cette me´thode e´tant nouvelle,
nous devons rester prudent quant au degre´ de validite´ de nos re´sultats lorsqu’un
e´coulement turbulent se superpose a` la rotation solide du fluide.
Une approche analytique dans la limite des faibles viscosite´s (Busse 1968[2])
conduit dans certaines conditions a` l’existence de plusieurs solutions pour la ro-
tation solide du fluide. Nous avons montre´ a` partir de nos de´terminations expe´ri-
mentales que le syste`me se´lectionnait toujours la solution correspondant au plus
petit e´cart entre la direction de rotation du fluide et celle de la coquille. Le sens
physique de cette observation n’est actuellement pas clairement e´tabli. Pourquoi
le syste`me se´lectionne-t-il une branche de solution plutoˆt qu’une autre? S’agit-il
d’une minimisation de la dissipation visqueuse dans la couche d’Ekman, ou d’un
changement d’e´quilibre entre les couples?
Nous avons e´galement cherche´ a` caracte´riser l’e´coulement secondaire se su-
perposant a` la rotation solide en utilisant une me´thode de visualisation directe.
Nous avons ainsi retrouve´ les re´sultats des e´tudes ante´rieures (Malkus 1968[17],
Vanyo et al. 1995[42]) a` savoir qu’en pre´cession re´trograde il existe principalement
trois re´gimes d’e´coulement secondaire, un re´gime laminaire constitue´ de cylindres
ge´ostrophiques coaxiaux aligne´s avec l’axe de rotation solide du fluide, un re´gime
de turbulence bidimensionnelle et un re´gime de turbulence de´veloppe´e. Nous pro-
posons a` l’issue de cette e´tude que la premie`re bifurcation observe´e en pre´cession
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Fig. 3.32 – Croissance et explosion d’une instabilite´ elliptique observe´e expe´ri-
mentalement (Malkus 1994[18]). Un cylindre rempli d’eau en rotation rapide est
de´forme´ radialement par pincement (a). La de´formation elliptique des lignes de
courant associe´es a` la rotation solide du fluide est la source d’une onde inertielle
(distorsion de l’axe de rotation solide (Kerswell 1999[15])) qui dans certaines
conditions entraˆıne la croissance d’une instabilite´ (1) allant jusqu’a` une de´stabi-
lisation comple`te de l’e´coulement (2). Il apparaˆıt alors un nouvel e´tat transitoire
de spin-up du fluide (3) puis le processus de croissance recommence avec une
syme´trie oppose´e (4).
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re´trograde corresponde a` une de´stabilisation des structures ge´ostrophiques lami-
naires sous l’effet d’un cisaillement trop important.
De manie`re apparemment inde´pendante de ces diffe´rentes bifurcations, il se
de´veloppe dans le syste`me une instabilite´ se caracte´risant par une de´formation
des structures ge´ostrophiques. Nous proposons que cette dernie`re soit due a` l’el-
lipticite´ du conteneur, elle est alors d’autant plus importante que l’axe de rotation
solide du fluide est incline´ par rapport a` celui de la coquille.
Une e´tude syste´matique par la me´thode des paillettes que nous avons utilise´e
sur l’ensemble des parame`tres accessibles avec cette expe´rience devrait pouvoir
nous guider vers une compre´hension physique de ces instabilite´s.
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Chapitre 4
Conclusion ge´ne´rale et
perspectives.
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4.1 Conclusions.
A travers une approche nume´rique en ge´ome´trie sphe´rique du proble`me de la
pre´cession nous avons montre´ que les e´ruptions de la couche d’Ekman naissant
d’une rotation e´quatoriale diffe´rentielle entre le fluide et le conteneur induisaient
en volume deux types d’e´coulement. Un premier e´coulement correspondant a` la
re´ponse line´aire du fluide aux interactions de couche limite peut eˆtre de´crit par des
cisaillements en volume le long des coˆnes caracte´ristiques e´manant des latitudes
critiques dont le demi-angle au sommet est de 30◦. Nous avons pu ve´rifier que
la taille caracte´ristique de ces structures correspondait a` celle des e´ruptions de
couche limite, c’est a` dire proportionnelle a` E1/5. Nous avons trouve´ que l’ampli-
tude de la vitesse qui leur est associe´e e´tait directement relie´e a` celle du pompage
d’Ekman autour des latitudes critiques, c’est a` dire u ∝ E1/5.
La re´ponse non line´aire du fluide s’organise quant a` elle sur des surfaces ca-
racte´ristiques cylindriques, paralle`les a` l’axe de rotation solide du fluide. La taille
caracte´ristique du cisaillement ge´ostrophique a` l’aplomb des latitudes critiques
est elle aussi de´finie par celle des e´ruptions (E1/5). La vitesse est cette fois de´-
termine´e par un e´quilibre entre l’acce´le´ration induite en volume par le pompage
d’Ekman re´sultant des interactions non line´aires dans la couche limite et la dissi-
pation visqueuse aux extre´mite´s des cylindres ge´ostrophiques. La couche limite a`
l’inte´rieur de laquelle s’effectue la dissipation est d’e´paisseur E1/2. Cette vitesse
purement azimutale est proportionnelle a` E−3/10.
Nous avons pu montrer que les me´canismes associe´s a` l’e´coulement ge´ostro-
phique identifie´s dans la sphe`re permettaient de rendre compte de la mesure
expe´rimentale du cisaillement ge´ostrophique effectue´e par Malkus en 1968 ([17])
dans un conteneur d’ellipticite´ 1/25. Ceci tend a` montrer que les mises a` l’e´chelle
que nous avons obtenues dans la sphe`re restent valables lorsque le conteneur est
ellipso¨ıdal, du moins tant que nous pouvons approximer la paroi par une sphe`re
sur l’e´chelle caracte´ristique de l’e´ruption de couche limite, c’est a` dire tant que
l’ellipticite´ est infe´rieure a` E1/5.
Au cours de cette the`se, nous avons realise´ une expe´rience de pre´cession dans
un ellipso¨ıde (η = 1/25) dans le but d’e´tudier d’une part la rotation solide du
fluide et d’autre part les diffe´rents re´gimes d’e´coulement secondaire de´ja` mis en
e´vidence par Malkus en 1968 ([17])et Vanyo et al. en 1995 ([42]).
En de´veloppant une me´thode de de´termination de la direction du vecteur
rotation solide du fluide base´e sur une mesure de la pression, nous avons e´te´ a`
meˆme de mettre en e´vidence un changement brusque de la direction de l’axe de
rotation du fluide pour certains taux de pre´cession. Bien que ce comportement
singulier puisse eˆtre pre´dit en s’appuyant sur l’approche asymptotique de Busse
(1968[2]), les me´canismes physiques qui le caracte´rise ne sont actuellement pas
identifie´s.
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Nous avons e´galement e´tudie´ les diffe´rents re´gimes d’e´coulement se superpo-
sant a` la rotation solide du fluide par une technique classique de visualisation
directe utilisant des paillettes re´fle´chissantes. Il apparaˆıt principalement trois re´-
gimes distincts sur l’ensemble des expe´riences que nous avons faites:
1. Un re´gime d’e´coulement ge´ostrophique laminaire. (Pre´cession prograde et
re´trograde)
2. Un re´gime de turbulence bidimensionnelle. (Pre´cession re´trograde unique-
ment)
3. Un re´gime de turbulence de´veloppe´e. (Pre´cession re´trograde uniquement)
Nous avons propose´ d’interpre´ter la premie`re bifurcation comme une instabilite´
de cisaillement des structures ge´ostrophiques.
Il existe e´galement une perturbation se caracte´risant par une distorsion des
structures ge´ostrophiques, cette dernie`re est bien identifie´e dans le cas de la pre´-
cession prograde pour lequel aucune instabilite´ de cisaillement ne semble se de´ve-
lopper. Ces observations sont compatibles avec l’ide´e d’une de´formation due a` la
forme elliptique du conteneur, a` l’image de ce qu’a pu observer Malkus dans son
expe´rience de 1989 ([18]).
Que pouvons de´duire de ces re´sultats d’un point de vue
ge´ophysique?
Une application au cas terrestre de nos re´sultats suppose que nous fassions
comme nous l’avons mentionne´ dans l’introduction un certain nombre d’hypo-
the`ses fortes. Tout d’abord nous ne tenons pas compte des effets lie´s a` la graine
solide; nous avons e´galement suppose´ que le liquide e´tait homoge`ne et incompres-
sible. Enfin nous n’avons pas pris en compte les interactions de cet e´coulement
avec le champ magne´tique. Ces hypothe`ses nous conduisent a` une premie`re esti-
mation de la dynamique du noyau liquide sous l’effet de la pre´cession du manteau.
La dynamique du noyau associe´e a` la pre´cession.
La premie`re grandeur que nous pouvons estimer est l’amplitude de la com-
posante de rotation diffe´rentielle entre le noyau liquide et le manteau associe´e a`
la pre´cession de l’axe de rotation de ce dernier. Les parame`tres caracte´risant la
pre´cession dans le cas de la Terre nous autorisent a` appliquer la formule analy-
tique obtenue par Busse (1968[2]) pour de´terminer la valeur du parame`tre ε. Nous
carate´riserons par la suite les grandeurs associe´es au noyau terrestre par l’indice
!!T "".
εT ∼ 1.7 10−5. (4.1)
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Pour une viscosite´ νT ∼ 10−6, le nombre d’Ekman calcule´ sur le rayon total du
noyau liquide (3480km) est quant a` lui de l’ordre de 10−15.
Bien que l’ellipticite´ de la frontie`re noyau manteau (1/400) soit de l’ordre de
grandeur de la taille des e´ruptions de la couche d’Ekman
(
∼ 2E1/5T = 1/500
)
,
nous pouvons faire l’hypothe`se que le rapport des vitesses le long des coˆnes ca-
racte´ristiques et de celles associe´es a` l’e´coulement ge´ostrophique peut encore eˆtre
de´termine´ en nous appuyant sur les re´sultats nume´riques obtenus pour un conte-
neur sphe´rique. En appliquant la meˆme technique de mise a` l’e´chelle que dans la
discussion des re´sultats expe´rimentaux, U inertielleφ
Ugeostrophiqueφ

T
∼ 10−2. (4.2)
Il semble donc que dans le cas du noyau de la Terre, contrairement aux expe´riences
de laboratoire, les ondes inertielles de fre´quence diurne soient ne´gligeables devant
la composante stationnaire ge´ostrophique. La vitesse azimutale associe´e a` ces
structures stationnaires peut eˆtre de´duite des calculs nume´riques en appliquant
toujours les meˆmes re`gles de mise a` l’e´chelle, nous obtenons ainsi,
(Uφ)T ∼ 4 10−5 ms−1, (4.3)
ce qui comme nous l’avons mentionne´ dans la conclusion du chapitre II est
du meˆme ordre de grandeur que les vitesses estime´es a` la surface du noyau
∼ 10−4ms−1. Ces mouvements stationnaires dans le re´fe´rentiel du fluide. L’axe
du noyau et celui du manteau e´tant presque confondus, ces mouvements sont
donc quasi-stationnaires pour un observateur situe´ a` la surface de la Terre, si
de tels e´coulements sont stables nous pouvons envisager de les de´tecter a` partir
des variations temporelles du champ magne´tique a` la surface noyau manteau. La
taille caracte´ristique de la zone de cisaillement ge´ostrophique serait quant a` elle
de l’ordre de 3.5km.
Un tel cisaillement ge´ostrophique au sein du noyau peut-il eˆtre stable? Il est
assez difficile de re´pondre de fac¸on certaine a` cette question tant que nous n’aurons
pas mieux identifie´ dans les expe´riences les parame`tres caracte´risant les diffe´rentes
transitions vers la turbulence. Le mouvement de pre´cession du manteau de la
Terre e´tant re´trograde, nous pouvons ne´anmoins comparer le nombre de Reynolds
cine´tique de cette structure pour le noyau a` la valeur critique qui semble se de´gager
de l’e´tude expe´rimentale de la premie`re bifurcation.
ReT ∼ 105. (4.4)
Sous re´serve que le nombre de Reynolds critique que nous avons obtenu dans
les expe´riences (Rec ∼ 3.103) puisse eˆtre extrapole´ au cas du noyau, c’est a`
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dire en supposant qu’il ne de´pende ni du nombre d’Ekman ni de l’ellipticite´,
nous observons que ces structures ne peuvent pas rester laminaires. Nous n’avons
actuellement pas identifie´ le parame`tre permettant de caracte´riser la transition de
la turbulence bidimensionnelle vers la turbulence de´veloppe´e, il est donc difficile
de pre´dire quel est exactement le degre´ de turbulence du noyau associe´ a` la
pre´cession.
En nous basant sur les mise a` l’e´chelle des structures laminaires ge´ostro-
phiques, nous pouvons obtenir une premie`re estimation du nombre de Reynolds
magne´tique,
RmT ∼ 0.2. (4.5)
Cette valeur est certes trop petite pour pouvoir jouer un roˆle important dans
les processus dynamo, en particulier elle montre que pour de telles structures le
champ magne´tique induit reste petit devant le champ principal.
Comme nous venons de le montrer l’e´coulement secondaire induit par la pre´-
cession n’est certainement pas laminaire dans le cas du noyau. Nos observations
expe´rimentales de la turbulence dans ce type de syste`me sugge`rent que les mou-
vements turbulents soient de plus petite e´chelle que les structures ge´ostrophiques
laminaires. Quel est alors le nombre de Reynolds cine´tique de ces e´coulements?
Existe-t-il un effet moyen de grande e´chelle pouvant intervenir dans les processus
dynamo au sein du noyau?
La dynamique associe´e a` la nutation libre du noyau.
Les amplitudes actuelles des rotations e´quatoriales du noyau liquide associe´es
aux diffe´rents forc¸ages lunisolaires sont deux ordres de grandeur infe´rieure a` celle
induite par la pre´cession (Greff-Lefftz et Legros 1999[7]). Il est alors raisonnable
de penser que la contribution a` la dynamique du noyau associe´e a` la FCN reste
ne´gligeable. En revanche lors des re´sonances entre ce mode propre du noyau et
certaines ondes de mare´e luni-solaire, l’amplitude du mode de rotation e´quatoriale
croˆıt de manie`re dramatique jusqu’a` atteindre des valeurs 100 fois supe´rieures a`
celle associe´e a` la pre´cession d’apre`s Greff-Lefftz et Legros 1999 ([7]). La dyna-
mique du noyau n’est certainement pas insensible a` ce type d’e´ve`nements. L’am-
plitude des mouvements ge´ostrophiques e´tant proportionnelle a` ε2, le nombre de
Reynolds cine´tique associe´ aux cisaillements en volume est alors 104 fois supe´rieur
a` celui que nous avons pu estimer pour la pre´cession.
ReT ∼ 109. (4.6)
Il est alors le´gitime de ce poser la question de savoir si le noyau n’est pas dans
ces conditions dans un e´tat de turbulence de´veloppe´e. Quel est alors le roˆle de
ces e´coulements turbulents sur le comportement du champ magne´tique? Quelles
sont les interactions entre ce noyau turbulent et le manteau ou la graine?
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4.2 Perspectives expe´rimentales.
Toutes les questions ge´ophysiques que nous venons de soulever ne´cessitent de
quantifier davantage nos observations expe´rimentales.
Les mesures de vitesse par effet Doppler.
L’effet Doppler est ge´ne´ralement associe´ a` la me´canique relativiste, il est pour-
tant pre´sent meˆme dans les syste`mes non relativistes. L’exemple le plus connu est
certainement celui du son perc¸u par un observateur sur le bord de la route lorsque
qu’un ve´hicule se rapproche ou s’e´loigne de lui. Le mouvement de ce dernier par
rapport a` l’observateur entraˆıne une modification de la fre´quence de l’onde acous-
tique e´mise par le moteur qui ce traduit par un son de plus en plus aigu lorsque le
ve´hicule se dirige vers l’observateur et de plus en plus grave lorsqu’il s’en e´loigne.
L’effet Doppler est utilise´ dans les expe´riences de me´canique des fluides pour
mesurer une composante de la vitesse. Le principe de la mesure est sche´matise´
sur la figure (4.1). Des particules en suspension de densite´ la plus proche possible
de celle du liquide font office de traceurs dans l’e´coulement, une sonde emet une
onde dans la gamme des ultrasons dans une direction particulie`re (f ∼ 4MHz).
Lorsque cette onde rencontre une particule, elle se re´fle´chie avec une fre´quence
le´ge`rement diffe´rente f + δf , ou` δf est le de´calage Doppler. Ce dernier est direc-
tement relie´e a` la composante de vitesse U du re´flecteur paralle`le a` la direction
d’e´mission.
Dans notre expe´rience de pre´cession, nous envisageons d’utiliser cette tech-
nique pour e´tudier la vitesse associe´e a` l’e´coulement secondaire se superposant a`
la rotation solide du fluide. Pour cela nous devons choisir judicieusement l’empla-
cement de la sonde.
Si la sonde se trouve dans le re´fe´rentiel de la table tournante nous savons
de´crire simplement l’ensemble des composantes laminaires de l’e´coulement secon-
daire obtenues nume´riquement. L’axe de rotation solide du fluide est alors fixe
dans l’espace, le champ de vitesse associe´ aux zones de cisaillement incline´es a` 30◦
est stationnaire tout comme celui des cylindres ge´ostrophiques. La seule position
de la sonde permettant d’une part d’avoir un couplage me´canique avec le fluide
ou le plexiglas et d’autre part d’eˆtre stationnaire dans le re´fe´rentiel de la table
tournante est suivant l’axe du conteneur. Dans notre expe´rience cela revient a`
placer la sonde dans l’orifice se trouvant dans la partie supe´rieure de la cavite´,
comme indique´ sur la figure (4.2).
Nous avons effectue´ quelques expe´riences pre´liminaires dont nous pre´sentons
tre`s succintement les re´sultats dans le paragraphe suivant.
Pour la premie`re fois dans une expe´rience de pre´cession nous pensons avoir
mis en e´vidence la pre´sence des !!ondes inertielles"" dans le volume.
Conclusion ge´ne´rale et perspectives 149
U
1
U
1
’ Sonde 
emetrice−receptrice
PC traitement
d
Onde emise
Onde reflechie
Onde transmise
Fig. 4.1 – Schema de principe de la mesure de vitesse par effet Doppler. Conside´-
rons un fluide dans lequel se trouve des particules en suspension, chaque particule
e´chantillonne le champ de vitesse locale du fluide. Nous nous sommes ramene´
dans cet exemple a` un cas plan, ou` nous pouvons de´crire la vitesse en chaque
point du fluide par les deux composantes U et U
′
.
Une sonde e´me´trice-re´ceptrice immerge´e dans le fluide ou en contact avec la paroi,
envoie une onde ultrasonore de fre´quence femission dans une direction. Lorsque
celle-ci rencontre une particule elle est en partie re´fle´chie avec une fre´quence
freflexion = femission + δf , ou` δf est le de´calage Doppler proportionnel a` l’am-
plitude de la composante de vitesse U paralle`le a` la direction d’e´mission. Cette
technique permet donc d’obtenir la composante de la vitesse dans une direction
donne´e en fonction de la distance d a` la sonde. Aucun de´calage Doppler n’e´tant
associe´ a` la composante U
′
perpendiculaire a` la direction d’e´mission nous n’avons
acce`s par cette me´thode qu’a` une seule composante de la vitesse.
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Fig. 4.2 – Sche´ma de l’expe´rience pre´liminaire que nous avons effectue´e. L’axe
du fluide e´tant incline´ par rapport a` celui de la coquille nous voyons que l’onde
e´mise par la sonde coupe les coˆnes caracte´ristiques en deux points. D’apre`s la
figure de droite, une partie de la vitesse le long des surfaces caracte´ristiques se
projette suivant la direction d’e´mission, cette composante (U ) est alors suceptible
d’eˆtre mesure´e.
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Fig. 4.3 – Comparaison entre les mesures de vitesse par effet Doppler et les profils
synthe´tiques de´duits des calculs nume´riques dans la sphe`re. L’angle θ entre l’axe
du fluide et celui du conteneur estime´ a` partir des de´terminations expe´rimentales
comportant des barres d’erreur de l’ordre de 5◦, nous avons encadre´ les re´sultats
expe´rimentaux par deux profils synthe´tiques correspondant a` θ = 5◦ et θ = 7.5◦.
Cette figure semble montrer que nos observations expe´rimentales sont compatibles
avec la pre´sence d’ondes inertielles dans le syste`me.
En utlisant les calculs nume´riques line´aires de spin-over dans la sphe`re et leur
mise a` l’e´chelle pre´sente´e dans le chapitre III, nous avons reproduit les re´sultats
synthe´tiques que nous devrions observer par une mesure de la vitesse par effet
Doppler dans l’expe´rience sche´matise´e sur la figure (4.2). La comparaison entre
synthe´tiques et mesures expe´rimentales (figure 4.3) semble montrer que la vitesse
que nous mesurons correspond principalement a` la trace des ondes inertielles
dans le syste`me. Ces re´sultats, s’ils sont confirme´s, permettent de re´concilier les
approches nume´riques ou the´oriques avec les expe´riences. Si nous avons la preuve
que des structures cisaillantes incline´es a` 30◦ existent, il nous faut plus que jamais
nous poser la question de savoir pourquoi elles n’ont jamais pu eˆtre mises en
e´vidence avec des paillettes re´fle´chissantes.
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La me´thode des paillettes re´fle´chisantes.
Si la me´thode des paillettes re´fle´chissantes est un moyen simple et e´conomique
de caracte´riser une partie de la dynamique de ce type de syste`me, elle n’en reste
pas moins essentiellement qualitative. Pour pouvoir aller plus loin dans l’interpre´-
tation de ce genre de donne´es, il est important de pouvoir re´pondre a` la question:
Qu’est ce qui de´termine le fait qu’une paillette s’oriente ou ne s’oriente pas suivant
une direction privile´gie´e? Nous avons jusque la` conside´re´ qu’il s’agissait d’une va-
leur seuil du cisaillement, dans ces conditions pourquoi ne voyons nous pas les
ondes inertielles dans notre syste`me. Une des diffe´rences fondamentales entre les
structures inertielles et les structures ge´ostrophiques est que si les dernie`res sont
stationnaires dans le re´fe´rentiel du fluide, les premie`res oscillent a` la fre´quence
de rotation du conteneur. Le temps joue-t-il un roˆle quant a` l’alignement des
paillettes suivant le cisaillement? Des expe´riences assez simples devraient pouvoir
nous permettre de mieux contraindre nos interpre´tations.
Mesures de vitesse par PIV.
Nous envisageons e´galement d’utiliser des syste`mes de mesure de la vitesse
par suivi automatique de particule. Ces techniques sont plus lourdes a` mettre en
oeuvre que la mesure par effet Doppler, elles ont l’avantage de nous permettre
d’acce´der a` deux composantes de la vitesse. De telles techniques permettraient
en particulier de confirmer la pre´sence des ondes inertielles dans le syste`me.
4.3 Perspectives nume´riques.
Plusieurs e´volutions de notre approche nume´rique sont envisageables, nous
pouvons chercher a` explorer les effets d’une graine, de l’ellipticite´ ou du champ
magne´tique dans notre mode`le. Nous disposons actuellement d’un code en ge´ome´-
trie sphe´rique nous permettant d’effectuer des calculs non line´aires a` des nombres
d’Ekman relativement bas pour lesquels nous avons pu identifier des lois de com-
portement asymptotique. Nous envisageons de reprendre notre e´tude en ajoutant
une graine au centre de la cavite´. nous pre´sentons sur la figure (4.4) les premiers
re´sultats que nous avons obtenus en reprenant le proble`me line´aire du spino-
ver avec des conditions aux limites rigides semblent montrer qu’il existe, comme
l’avait observe´s (Hollerbach et Kerswell 1995[10], Tilgner 1999[35]), des structures
cisaillantes en volume associe´es a` certaines singularite´s de la couche limite a` la
surface de la graine. Comment ces structures se mettent-elles a` l’e´chelle, existe-
t-il un e´coulement ge´ostrophique associe´ aux e´ruptions de couche d’Ekman de la
graine?
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Fig. 4.4 – Calcul line´aire de !!spinover"" en pre´sence d’une graine, E = 10−7.5,
ri = 0.2, ou` ri est le rayon de la graine. De gauche a` droite nous avons repre´sente´,
Ur, Uθ, Uφ , apre`s avoir retire´ la rotation solide. Il apparait en plus des cisaille-
ments associe´es aux e´ruptions de la couche d’Ekman en r = 1 des structures
cisaillantes en volume propres a` la graine.
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L’autre voie que nous nous proposons d’explorer est celle des conteneurs ellip-
tiques. Nous avons montre´ que pour de petites ellipticite´s une e´tude en ge´ome´trie
sphe´rique permettait de rendre compte des observations expe´rimentales dans des
ellipso¨ıdes faiblement aplatis. Qu’en est-il lorsque l’ellipticite´ devient suffisam-
ment grande pour que les coˆnes caracte´ristiques ne se refle´chissent plus sur eux
meˆmes? Les mises a` l’e´chelle des structures que nous avons obtenues sont-elles en-
core valables? Les cisaillements le long des coˆnes caracte´ristiques restent-ils aussi
important et localise´s?
4.4 Le mot de la fin.
A tout seigneur tout honneur, le mot de la fin sera de Henri Poincare´,
!!Mais tous mes efforts ne servirent d’abord qu’a` mieux me faire
connaˆıtre la difficulte´, ce qui e´tait de´ja` quelque chose.""
H. Poincare´, extrait de Science et me´thode, Flammarion, 1908.
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Annexe A
Calcul de l’e´coulement de
rotation solide, Busse 1968
Nous proposons dans cette annexe de reprendre les grandes lignes de l’e´tude
analytique de Busse (1968) portant sur la de´termination du vecteur rotation solide
du fluide, et d’en discuter certains re´sultats qui nous sont utiles lors des discussions
dans les chapitres de cette the`se.
Le proble`me e´tudie´ est celui d’un conteneur rempli d’un liquide de faible
viscosite´ (ν), de forme ellipso¨ıdale (rayon R, ellipticite´ η), en rotation autour
d’un axe k̂c a` la fre´quence ωc et en pre´cession autour d’un axe k̂p a` la fre´quence
Ωp. ωc e´tant suppose´ positif nous de´finissons le sens de pre´cession prograde par
Ωp > 0 et le sens de pre´cession retrograde par Ωp < 0. L’auteur propose une e´tude
assymptotique de l’e´coulement de rotation solide de Poincare´ et de la re´ponse
non line´aire ge´ostrophique laminaire du liquide a` l’excitation de pre´cession du
conteneur.
Le nombre d’Ekman est de´fini par E = ν
ωcR2
, les variables de temps et d’espace
sont adimensionne´es respectivement par ω−1c et R. Pour des raisons de lisibilite´
nous avons conserve´ les meˆmes notations pour les grandeurs adimensionne´es que
pour les grandeurs dimensionne´es en posant ωc = 1.Hypothe`ses :
Cette e´tude est une approche assymptotique reposant sur les hypothe`ses sui-
vantes:
1. Le fluide est incompressible, et homoge`ne:
∇u = 0 (A.1)
ρ = cte (A.2)
2. L’e´coulement est stationnaire:
∂u
∂t
= 0 (A.3)
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3. L’ellipticite´ est faible: les termes d’ordre O (η2) sont ne´gligeables.
4. La viscosite´ est suffisament petite pour pouvoir ne´gliger les termes d’ordre
O (E). L’auteur fait alors une approximation de couche limite en supposant
que la viscosite´ ne joue aucun roˆle en volume.
5. L’e´coulement dans la couche limite est de faible amplitude (ε),
ε = |k̂c −ω| (A.4)
L’auteur introduit alors une double de´composition de la vitesse en fonction
des parame`tres
√
E, ε :
ui = u
0
0 + εu
1
0 + ... + ε
√
Eu11 + ... (A.5)
u˜ = εu˜10 + ... + ε
√
Eu˜11 + ... (A.6)
ui e´tant la vitesse en volume et u˜ la vitesse dans la couche limite. u00 =
k̂c × r. La meˆme de´composition est applique´e a` la pression.
6. L’e´coulement en volume d’ordre O(ε) est de vorticite´ uniforme:
k̂c × r + εu10 = ω × r (A.7)
εu10 : La re´ponse line´aire du fluide.
A.1 Principe de la de´termination analytique:
Dans la premie`re partie de son e´tude, l’auteur s’attache a` de´terminer le vecteur
rotation solide du fluide (ω). Fondamentalement la de´termination de cet axe
repose sur l’e´quilibre entre le couple inertiel, le couple de pression et le couple
visqueux. En nous plac¸ant dans le re´fe´rentiel attache´ a` k̂p cet e´quilibre s’exprime
par:
2Ωp
∫ (
k̂p × u
)
× rdV +
∮
n̂× prdΣ = E
∮
(n̂ · ∇u− 2n̂× u) dΣ (A.8)
En ne´gligeant le terme de dissipation et en inte´grant sur le volume uniquement
cet e´quilibre s’e´crit:
2Ωp
∫ (
k̂p × ui
)
× rdV +
∮
n̂× pidΣ = −
∮
(ui · n̂ui)× rdΣ (A.9)
Suivant l’hypothe`se selon laquelle l’e´coulement en volume est principalement une
rotation solide cette dernie`re e´quation peut eˆtre interpre´te´e comme l’e´quilibre
entre le couple inertiel associe´ a` la rotation en bloc ω × r, le couple
de pression et le couple exerce´ par la couche limite sur le volume
fluide
(
n̂ · u11 = n̂ · u˜11
)
.
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L’auteur montre alors que la re´solution comple`te du proble`me a` l’ordre O (ε)
(de´termination de εu10) suppose qu’il existe une solution ε
√
Eu11 en volume. Cette
condition de solvabilite´ s’exprime par:
ω · k̂c = ω2. (A.10)
Physiquement cela signifie que le syste`me s’organise de manie`re a` ce
qu’il n’y est pas de rotation diffe´rentielle entre le fluide et la coquille
dans la direction ω.
Finalement en re´solvant l’e´coulement de couche limite l’auteur obtient une
formulation implicite du vecteur rotation solide (Busse 1968 3.19) qui ne de´pend
que de deux nombres sans dimension γe, γν :
γe =
Ωp/ωc
η
, γν =
Ωp/ωc
E1/2
Elle s’exprime alors par:
ω = ω2k̂c +
Aω2
A2 + B2
k̂c ×
(
k̂p × k̂c
)
+
Bω2
A2 + B2
k̂c × k̂p, (A.11)
avec,
A =
0.259
γν
√
ω
+ cos(α) +
ω2
γe
, (A.12)
B =
2.62ω
γν
. (A.13)
Le domaine de validite´ de cette de´termination est donne´ par:
min
 |Ωp| sin (α)√
E
,
α∣∣∣Ωp · k̂c + η∣∣∣ ,
|Ωp|
|η|
 + 1.
Cette formulation e´tant implicite nous obtenons les vitesses angulairesω solutions
de (A.11) en re´solvant l’e´quation:
∆ (ω) = (ω · ω)− ω2 = 0. (A.14)
A.2 Discussion
Notre propos ici n’est pas de faire une e´tude comple`te de cette de´termina-
tion analytique, pour cette raison nous n’avons re´solu nume´riquement l’e´quation
(A.14) que dans un certains nombres de cas utiles pour pouvoir discuter les re´sul-
tats nume´riques et expe´rimentaux que nous avons obtenus pendant cette the`se.
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Fig. A.1 – Composante e´quatoriale et composante axiale du vecteur rotation solide
adimensionne´ du fluide pour un conteneur sphe´rique. Les e´toiles correspondent
aux conditions dans lesquelles nous avons effectue´ des calculs nume´riques.
En nous restreignant a` certains sous espaces (γe, γν) nous ne perdons pas la ge´-
ne´ralite´ des re´sultats obtenus.
En ge´ome´trie sphe´rique (η = 0) le seul parame`tre de´terminant l’axe de
rotation solide est γν , il existe alors quelque soit la valeur de ce dernier une
solution unique a` l’e´quation (A.14) a` partir de laquelle nous de´duisons d’apre`s
(A.11) une direction unique de l’axe de rotation solide du fluide. Nous avons
illustre´ ceci en nous plac¸ant dans les conditions de notre e´tude nume´rique dans la
sphe`re (α = 23.5 deg, 10−3 < |γν| < 103). Qu’il s’agisse de pre´cession prograde ou
re´trograde l’axe de rotation solide du fluide passe continuement d’une direction
paralle`le au vecteur rotation de la coquille (|γν | + 1) a` une direction antiparalle`le
au vecteur pre´cession (|γν | , 1) (figure A.1). Pour un conteneur de forme
ellipso¨ıdale les re´sultats sont tre`s diffe´rents.
En pre´cession prograde il existe toujours une solution unique a` l’e´quation
(A.14), le vecteur rotation solide du fluide est alors parfaitement de´termine´.
Comme dans le cas d’une cavite´ sphe´rique la direction de l’axe passe continue-
ment de k̂c a` −k̂p. Contrairement a` la viscosite´, l’ellipticite´ tend a` ramener l’axe
de rotation solide vers le plan
(
k̂c, k̂p
)
.
En pre´cession re´trograde pour certaines valeurs des parame`tres (γν , γe) il existe
plusieurs solutions (ωi) a` l’e´quation (A.14). A chacune d’elle correspond alors un
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vecteur rotation solide ωi (ωi, θi, φi), avec
cos (φi) = −ωi
ωi
·
k̂c ×
(
k̂p × k̂c
)
sin (α)
, (A.15)
sin (φi) =
ωi
ωi
· k̂p × k̂c
sin (α)
, (A.16)
cos (θi) =
ωi
ωi
· k̂c. (A.17)
Nous avons illustre´ ce re´sultat en nous plac¸ant dans les conditions d’une de
nos expe´riences (α = 25 deg, η = 1/25, ωc = 300 rev/min) et en faisant varier
le taux de pre´cession (A.2). Dans ces conditions les parame`tres sans dimensions
(γν , γe) sont relie´s line´airement, comme nous l’avons fait remarquer plus haut nous
ne perdons pas pour autant la ge´ne´ralite´ des re´sultats ainsi obtenus. Le meˆme type
de repre´sentation que celles que nous avons employe´es pour de´crire la position de
l’axe de rotation solide du fluide dans un conteneur sphe´rique devenant difficiles a`
interpre´ter nous avons reporte´ sur la figure (A.2) la longitude φi et la colatitude θi
ainsi que le module de la rotation solide. Ces re´sultats servant a` l’interpre´tation de
nos observations expe´rimentales nous avons conserve´ les grandeurs dimensionne´es.
Nous retrouvons les deux cas limites ou l’axe de rotation du fluide est paral-
le`le au vecteur rotation du conteneur pour Ωp + 1 et antiparalle`le au vecteur
pre´cession pour Ωp , 1. Entre ces deux limites apparaˆıt une gamme de taux
de pre´cession (Ωp(1)− Ωp(2)) pour laquelle il existe plusieurs vecteurs rotation
solide ve´rifiant l’equation (A.14).
Nous distinguons sur la figure (A.2) trois branches de solutions, la branche
1 correspondant aux vecteurs de rotation de plus grande amplitude et de plus
petite longitude, la branche 2 aux vecteurs rotation de plus petite amplitude et
de plus grande longitude et enfin la branche 3 qui semble interme´diaire. Toutes
ces solutions ve´rifient l’e´quilibre de couple (A.8), elles repre´sentent donc toute
un e´tat stationnaire du syste`me. L’existence d’une solution unique pour Ωp(1) >
Ωp > Ωp(2) suppose alors que nous puissions de´finir un crite`re de stabilite´, ce que
nous n’avons pas e´te´ en mesure de faire jusqu’a` pre´sent.
Nous ne pouvons donc pas pre´dire a` priori le chemin suivi par l’axe de ro-
tation solide du fluide lorsque nous passons de (Ωp + 1) a` (Ωp , 1), ou inver-
sement. Cependant, en l’absence de perturbation l’hypothe`se qui nous semble la
plus probable est que lorsque nous partons d’un e´tat stable pour lequel l’axe de
rotation est de´termine´ de manie`re unique, |Ωp(1)| < |Ωp| ou |Ωp| > |Ωp(2)|, le
syste`me va reste´ sur la meˆme branche de solutions jusqu’a` ce que celle-ci dispa-
raissent comple`tement. En faisant cette hypothe`se nous voyons imme´diatement
que les solutions de la branche 3 ne sont jamais se´lectionne´es par le syste`me. Si
nous reprenons les re´sultats (A.2) avec cette hypothe`se il apparaˆıt alors un cycle
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Fig. A.2 – Longitude, colatitude et module du vecteur rotation solide en pre´cession
re´trograde. (α = 25 deg, η = 1/25, ωc = 300 rev/min).
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Fig. A.3 – Chemin suivi par l’axe de rotation du fluide en faisant l’hypothe`se que
lorsque nous partons d’un e´tat stable pour lequel l’axe de rotation est de´termine´
de manie`re unique, |Ωp(1)| < |Ωp| ou |Ωp| > |Ωp(2)|, le syste`me va reste´ sur la
meˆme branche de solutions jusqu’a` ce que celle-ci disparaissent comple`tement.
d’hyste´re´sis (A.3) lorsque nous faisons varier le taux de pre´cession. Il existe alors
deux discontinuite´s de la direction de l’axe de rotation du fluide en Ωp(1) et en
Ωp(2) ou` l’axe saute brutalement d’une branche de solutions a` l’autre.
La compre´hension du(des) me´canisme(s) physique(s) permettant de rendre
compte des bornes (Ωp(1),Ωp(2)) devrait nous e´clairer sur la nature du crite`re de
stabilite´ d’un tel syste`me.
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Annexe B
Rappels sur les harmoniques
sphe´riques.
B.1 De´finitions
Les harmoniques sphe´riques sont un ensemble de fonctions complexes Ylm(θ, φ)
de´finies sur la sphe`re. Elles sont de´finies pour l = 0, 1, 2, . . . ,+∞ etm = −l, . . . , 0, . . . , l.
Leur expression est la suivante(conventions de Stacey):
Ylm(θ, φ) = Clm ℘
m
l (cos θ) e
imφ pour
{
l = 0, 1, 2, . . . ,+∞
m = 0, 1, . . . , l
(B.1)
Et, pour m ne´gatif, elles sont de´finies par la relation de syme´trie:
Yl −m(θ, φ) = (−1)m Y ∗lm(θ, φ)
(Y ∗lm de´signe le conjugue´ de Ylm).
Clm est une constante de normalisation et ℘ml est la fonction associe´e de Le-
gendre de degre´ l et d’ordre m. Elles sont de´finies ci-apre`s.
B.2 Proprie´te´ d’orthogonalite´.
Les harmoniques sphe´riques ainsi de´finies sont intrinse`quement orthogonales
deux a` deux. On choisit ge´ne´ralement la constante de normalisation Clm de ma-
nie`re a` ce qu’elles soient orthonorme´es:∫ pi
−pi
∫ pi
0
Ylm(θ, φ)
∗ Yl′m′(θ, φ) sin θ dθ dφ = 4πδll′ δmm′
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ou` δij est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 autrement.
Cette relation d’orthonormalisation donne implicitement une valeur a` Clm:
Clm =
√√√√(2− δm0)(2 l + 1)(l − m)!
(l + m)!
B.3 Les fonctions associe´es de Legendre.
La fonction associe´e de Legendre ℘ml (x) est de´finie pour |x| ≤ 1 par (conven-
tions de Stacey):
℘ml (x) = (1 − x2)
m
2
dm
dxm
℘l(x) pourm ≥ 0
ou` ℘l(x) est le polynoˆme de Legendre de degre´ l.
Cette relation n’est bien e´videmment valable que pour m positif(de´finition de
Ferrers). Afin de de´finir les fonctions associe´es de Legendre pour m ne´gatif consi-
de´rons une autre expression des polynomes de Legendre(formule de Rodrigues):
℘l(x) =
1
2ll!
∂l
∂xl
(x2 − 1)l
Nous obtenons ainsi une nouvelle expression pour ℘ml (x):
℘ml (x) =
(1 − x2)m2
2ll!
∂dl+m
∂xl+m
(x2 − 1)l (B.2)
En appliquant le the´oreme de Leibnitz nous trouvons la relation:
℘−ml (x) = (−1)m
(l − m)!
(l + m)!
℘ml (x) pourm > 0 (B.3)
Les ℘ml (x) e´tant de´finis pour −l < m < l, nous pouvons ge´ne´raliser l’expression
des harmoniques sphe´riques pour m ne´gatif. Nous rappelons enfin la de´finition
des polynoˆmes de Legendre ℘l(x):
℘0(x) = 1
℘1(x) = x
(n+ 1) ℘n+1(x) = (2n+ 1) x Pn(x) − n ℘n−1(x) pour n > 1
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B.4 Expression de quelques harmoniques sphe´-
riques.
Nous donnons ci-dessous les expressions des harmoniques sphe´riques jusqu’au
degre´ 2 compris:
Y00(θ, φ) = 1
Y1−1(θ, φ) = −
√
3 sin θ e−iφ Y10(θ, φ) =
√
3 cos θ Y11(θ, φ) =
√
3 sin θ eiφ
Y2−2(θ, φ) = −
√
15
2
sin2 θ e−2iφ Y2−1(θ, φ) =
√
15 cos θ sin θ e−iφ
Y20(θ, φ) =
√
5
2
(3 cos2 θ − 1)
Y21(θ, φ) =
√
15 cos θ sin θ eiφ Y22(θ, φ) =
√
15
2
sin2 θ e2iφ
Proprie´te´ fre´quemment utilise´e.
Les harmoniques sphe´riques ve´rifient la proprie´te´ suivante:
L2 = − 1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂Ylm
∂θ
)
− 1
sin2 θ
∂2Ylm
∂φ2
= l (l + 1) Ylm (B.4)
qui est par exemple particulie`rement inte´ressante pour exprimer le laplacien
d’une fonction mise sous la forme F (r) Ylm(θ, φ) :
∆ [F (r) Ylm(θ, φ)] = Ylm(θ, φ)
1
r2
[
d
dr
(r2 F ′(r)) − l(l + 1) F (r)
]
B.5 Les harmoniques sphe´riques forment une base.
L’ensemble des harmoniques sphe´riques forme une base de l’ensemble des fonc-
tions de´finies sur la sphe`re. C’est-a`-dire que toute fonction F (θ, φ) ve´rifiant:
F : [0, π] × [−π, π] → C
avec

F (θ,−π) = F (θ, π) ∀θ ∈ [0, π]
F (0, φ1) = F (0, φ2) ∀(φ1, φ2) ∈ [−π, π]2
F (π, φ1) = F (π, φ2) ∀(φ1, φ2) ∈ [−π, π]2
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se de´compose sur cette base suivant:
F (θ, φ) =
+∞∑
l=0
l∑
m=−l
flm Ylm(θ, φ) (B.5)
Les coefficients flm sont donne´s par:
flm =
∫ pi
−pi
∫ pi
0
Y ∗lm(θ, φ) F (θ, φ) sin θ dθ dφ (B.6)
Cette proprie´te´ (le fait que les harmoniques sphe´riques forment une base des
fonctions de´finies sur la sphe`re), ainsi que leurs caracte´ristiques, font que les
de´compositions en harmoniques sphe´riques sont tout a` fait l’e´quivalent, dans la
ge´ome´trie sphe´rique, des transforme´es de Fourier dans le cas plan.
Remarque: si F est une fonction re´elle, alors fl−m = (−1)mf∗lm et re´ciproque-
ment.
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Annexe C
Le dioptre cylindrique.
Cette annexe de´crit comment nous avons e´value´ la de´formation associe´e au
dioptre cylindrique dans l’Expe´rience CICERON.
C.1 Calcul the´orique de la de´formation.
Pour effectuer le calcul the´orique de la de´formation ge´ome´trique, nous nous
sommes place´ dans l’approximation de l’optique ge´ome´trique. C’est a` dire que
nous avons conside´re´ que notre appareil photo e´tait situe´ a` une distance infinie
de la cavite´. Les rayons lumineux parvenant sur le plan film sont alors paralle`les
a` l’axe optique du syste`me (∆). Le conteneur que nous utilisons ayant une forme
exte´rieure cylindrique nous n’avons pas de de´formation paralle`lement a` l’axe de
rotation de ce dernier, mais seulement suivant le rayon cylindrique s.
Nous avons conside´re´ deux interfaces, une premie`re interface air-plexiglas (S1),
et une seconde plexiglas-eau (S2). Nous nous sommes donne´s la distance s∗ entre
un point M∗ du plan image (plan film de l’appareil) et l’axe optique et nous
avons cherche´ a` savoir quel e´tait le point source (M) du plan me´ridien de la
cavite´ qui lui correspondait (figure C.1). Pour cela nous avons reconstruit le trajet
lumineux de M∗ a` M en utilisant les lois de Descartes a` chaque interface. Nous
de´finissons les points interme´diaires (M1, M2 )du trajet optique comme indique´
sur la figure (C.1). Nous avons utilise´ les indices de re´fraction suivant pour les
diffe´rents milieux.
EAU PLEXIGLAS AIR
ne = 1.33 np = 1.5 na = 1
Nous avons reconstruit la trajet optique de M a` M ∗ en appliquant les lois de
Descartes en (M1, M2) :
np sin (i1) = na sin (j1) , enM1, (C.1)
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Fig. C.1 – Reconstitution du trajet optique d’un point source M vers un point
image M∗ a` travers un dioptre cylindrique. Puisqu’il n’y a pas de de´formation
suivant l’axe du conteneur nous pouvons nous ramener a` une e´tude a` une di-
mension, celle du rayon cylindrique s. Cette figure repre´sente la cavite´ vue de
dessus.
ne sin (i2) = np sin (j2) , enM2. (C.2)
Nous avons ainsi de´termine´ de manie`re implicite S en fonction de S∗ (figure C.2,
b).
C.2 De´termination expe´rimentale de la de´for-
mation.
Nous avons ensuite ve´rifie´ expe´rimentalement que la de´formation the´orique
ainsi obtenue permettait de rendre compte de l’image d’une grille re´gulie`re place´e
dans un plan me´ridien de la cavite´ a` travers le dioptre. Pour pouvoir comparer
l’image non de´forme´e et l’image de´forme´e nous avons ouvert le cylindre et n’avons
rempli que le demi ellipso¨ıde infe´rieur de la cavite´ . La figure (C.3) illustre com-
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Fig. C.2 – Effet du dioptre cylindrique dans notre expe´rience sur l’image d’un
plan me´ridien. a) Image de´forme´e d’un plan me´ridien de la cavite´ b) comparaison
entre la de´formation radiale the´orique obtenue en appliquant les lois de Descartes
et la de´formation observe´e expe´rimentalement sur le cliche´ (C.3). C’est a` partir
de cette figure que nous avons reconstruit l’image (a) d’un quart de plan me´ridien
(c) au travers du dioptre. c) Plan me´ridien non de´forme´ par le dioptre cylindrique.
Nous avons reporte´ sur chacun des quart de plan me´ridien le cisaillement ge´o-
strophique pre´dit par l’approche analytique de Busse (1968). Dans un plan non
de´forme´ ce cisaillement est situe´ en s/R = 0.86, une fois de´forme´ par le dioptre
ce dernier nous apparaˆıt en s∗/R∗ = 0.96, ou` R∗ est le rayon apparent de la
cavite´.
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Fig. C.3 – De´termination expe´rimentale de la de´formation de la grille. Nous
reporte´ sur cette figure, les grandeurs mesure´es s et s∗, ainsi que le pas de grille
de 10 mm que nous avons choisi et l’emplacement de la zone de cisaillement
ge´ostrophique de´termine´e the´oriquement par Busse (1968). Cette structure est
situe´e en s/R = 0.86, soit pour cette expe´rience en s = 107mm, nous avons
reporte´ cette meˆme structure sur la grille de´forme´e, elle est alors en s∗ = 144mm.
La largeur que nous lui avons donne´e est arbitraire.
ment nous avons de´termine´ la de´formation radiale associe´e au dioptre cylindrique.
Nous avons reporte´ sur la figure (C.2, b) la de´termination expe´rimentale de la
de´formation associe´e au dioptre cylindrique. L’approximation de l’optique ge´ome´-
trique n’est certes pas tout a` fait juste avec des dioptres aussi prononce´s, toutefois
elle nous permet de rendre compte de manie`re satisfaisante de la de´formation de
la grille.
Nous avons utilise´ les points expe´rimentaux de la figure (C.2, b) pour reporter
la position the´orique du cisaillement ge´ostrophique sur les cliche´s du chapitre II.
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